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Introduzione
L'ambito di ricerca in cui questa tesi si inserisce è quello dei cosiddetti Cammi-
natori Bipedi Passivi. Rientrano in questa deﬁnizione tutti i modelli teorici, ma
anche i dispositivi ﬁsicamente realizzati, che compiendo azioni ripetute e peri-
odiche riescono a spostare in avanti un carico sostenuto da arti, senza l'utilizzo di
attuatori, sistemi di controllo o di alimentazione. Sono difatti ammessi in questa
categoria soltato i sistemi che fanno uso di elementi meccanici passivi, escluden-
do quindi attuatori o qualsiasi altro meccanismo che riesca a tradurre un input
iniziale in movimento necessitando di una qualunque forma di alimentazione o
controllo.
Questo tipo di dispositivi vengono studiati nel merito dello sviluppo di
modelli che possano riprodurre e spiegare alcuni degli aspetti più critici della
locomozione bipede umana.
La deambulazione, sebbene sia probabilmente l'attività motoria più comune,
è composta da una successione di compiti ed azioni estremamente complessi che
sono ancora molto lontani dall'essere compresi e trasferiti in un modello abbas-
tanza accurato. Infatti il cammino umano riesce a consentire la progressione in
avanti dell'intero corpo con una eﬃcienza energetica impossibile da riprodurre
con nessuno dei dispositivi meccatronici attulmente noti. Tale eﬃcienza si basa
prevalentemente sulla capacità di convertire l'energia cinetica in energia poten-
ziale, e viceversa, secondo modalità che molto hanno in comune con le oscillazioni
di un pendolo. Questa conﬁgurazione motoria riduce signiﬁcativamente l'inter-
vento delle forze muscolari e abbatte il costo metabolico. Osservazioni come
questa hanno condotto alla formulazione di modelli matematici del cammino
ispirati proprio alla dinamica ed alla cinematica di un pendolo inverso.
In questo contesto i camminatori passivi sono in aperta concorrenza con tutti
gli altri sistemi meccanici di locomozione, come ad esempio i robot umanoi-
di o gli esoscheletri attivi. Quest'ultimi sono di fatto una delle più recen-
ti soluzioni proposte come ausilio alla deambulazione di soggetti con ridotte
capacità motorie.
L'eﬃcienza energetica del cammino può essere infatti inﬁciata sia da patolo-
gie neuromuscolo-scheletriche ( ad esempio un amputato bilaterale trans-tibiale
sopporta un costo metabolico di circa il 40% superiore) sia dal naturale invecchi-
amento (che comporta un un aumento del costo metabolico che può raggiungere
circa il 20%). L'esoscheletro nasce quindi come dispositivo in grado di potenziare
le capacità ﬁsiche dell'utilizzatore mediante l'impiego di sistemi di attuazione più
o meno complessi, e viene poi sviluppato per migliorare l'autonomia dei soggetti
aﬀetti da patologie neuro-muscolo-scheletriche. Nonostante i numerosi progressi
compiuti nello sviluppo di questi dispositivi, il loro impiego risulta attualmente
limitato agli individui aﬀetti da gravi deﬁcit, come la lesione completa del mi-
dollo spinale. Questi soggetti altrimenti non sarebbero assolutamente autonomi,
senza tali apparecchi. Inoltre, dato il notevole ingombro, la ridotta indossabilità,
i costi di gestione e/o manutenzione, la scarsa autonomia energetica, questi dis-
positivi sono, attualmente, utilizzati quasi esclusivamente in ambito di ricerca.
Per tutte queste ragioni, tali apparecchi non sembrano rispondere alle esigen-
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ze dei soggetti aﬀetti da una moderata, sebbene signiﬁcativa, riduzione della
capacità motoria.
Una soluzione alternativa al problema consiste nello sfruttare esoscheletri
composti esclusivamente da componenti passivi. Questa prospettiva è poten-
zialmente molto promettente data l'intrinseca aﬃnità tra la locomozione umana
e la dinamica dei camminatori passivi. Tuttavia, la progettazione e lo sviluppo
di questi dispositivi necessita della conoscenza approfondita di modelli di loco-
mozione che descrivano l'accoppiamento uomo-macchina come un'unica unità.
In questo contesto si sviluppa il seguente lavoro di tesi magistrale il cui
obiettivo principale è quello di formulare un modello originale di locomozione
bipede che risuti capace di aﬀrontare una progressione in avanti nello spazio
bidimensionale in condizioni di stabilità dinamica. Questo proposito ﬁnale sarà
perseguito attraverso una serie di traguardi intermedi.
La fase preliminare di studio della letteratura non è stata aﬀrontata solo in
modo compilativo. Aﬃnchè infatti i prototipi e gli studi teorici, eseguiti negli
anni da autori e ricercatori, fossero propedeutici alla formulazione del modello
matematico sviluppato in questo lavoro, è stato necessario testare i risultati
prodotti dalla letteratura. La prima fase di questo studio è stata quindi occupata
dall'implementazione in ambiente MatLab dei principali sistemi sviluppati dagli
altri gruppi di ricerca. In questo modo è stato possibile eseguire tutti i test
necessari, e comprendere meglio quali fossero le loro diﬃcoltà di realizzazione.
Solo successivamente è stato aﬀrontato il problema della formulazione di
un modello di camminatore passivo i cui arti inferiori siano caratterizzati da
adeguate proprietà elastosmorzanti, tali da consentire una locomozione carat-
terizzata da parametri cinematici (velocità di cammino, cadenza, durata delle
fasi del passo) confrontabili con quelli reali.
Dal momento che poi il sistema introdotto deve risultare dinamicamente
stabile, è stato necessario introdurre la Mappa di Poincarè come strumento
matematico imprescindibile per la veriﬁca della stabilità. Inﬁne si è provveduto
ad una validazione del modello dimostrando che può essere adattato a diversi tipi
di cammianata a velocità diverse, una volta impostati correttamente i parametri
antropometrici.
I risultati prodotti precludono a nuovi interessanti svilluppi. Ad esempio
il modello introdotto, a seguito di una adeguata procedura di ottimizzazione,
potrebbe essere utilizzato per uno studio approfondito delle proprietà viscoelas-
tiche degli arti inferiori. Ulteriori sviluppi possono essere condotti nelle direzioni
di modiﬁca del contatto puntiforme con il suolo o di inserimento di giunti per
la simulazione dell'articolazione del ginocchio.
L'ordine con cui sono state elencate le fasi graduali con cui si è aﬀrontato il
lavoro, è il medesimo con cui verranno descritte all'interno della trattazione.
Capitolo 1
Biomeccanica del Cammino.
1.1 L'attività motoria: deﬁnizioni e convenzioni.
La camminata è probabilmente la più comune delle attività motorie umane, e,
nonostante l'estrema complessità delle azioni necessarie al suo corretto espleta-
mento, una volta appresa dal soggetto essa viene eseguita a livello subconscio.
Si realizza la complessità di questo insieme di azioni e compiti motori soltan-
to quando il corretto funzionamento dei sistemi scheletrico e neuromuscolare
viene ostacolato da patologie, traumi ﬁsici, danni neurologici, o dalla naturale
degenerazione dovuta all' invecchiamento o all'aﬀaticamento,
La locomotozione è stata quindi analizzata negli anni, da una pluralità di
punti di vista, clinici, neurologici e biomeccanici che hanno portato ad una serie
di stime ed osservazioni diverse. La misura dei segnali elettromiograﬁci, dei
momenti delle forze, e la ricostruzione dei bilanci dell'energia meccanica spesa
dal sistema rientrano tra gli studi aﬀrontati al ﬁne di determinare quali siano i
meccanismi che producono l'avanzamento del centro di massa del corpo in modo
così armonico.
Altrettanti ambiti di ricerca, si occupano di stimare gli eﬀetti diretti di tali
variabili sulla cinematica del cammino, misurando la lunghezza del passo, la ca-
denza, le forze di reazione al suolo e gli angoli tra le articolazioni. L'estrema vari-
abilità dei meccanismi di locomozione che tra soggetti diversi, complica tuttavia
ogni possibile speculazione scientiﬁca. Ogni individuo infatti segue un caratter-
istico proﬁlo di camminata che, anche se ripetibile, resta comunque tanto unico
e personale da rendere quel soggetto riconoscibile proprio per la modalità di
spostamento. A causa quindi delle diﬀerenze di altezza, peso, genere, ecc fra
gli individui si è resa necessaria una normalizzazione dei dati raccolti che possa
ridurre l'estrema variabilità dei proﬁli di locomozione, ed individuare facilmente
le caratteristiche universali. Una delle possibili normalizzazioni più spesso uti-
lizzate è quella eseguita rispetto alla massa, a cui poi solitamente segue una
suddivisione dei soggetti in tre gruppi di cadenza diﬀerente: lenta, naturale e
veloce.
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Dal momento che lo scopo del cammino è quello di produrre uno spostamento
del corpo in avanti in modo eﬃciente e sicuro allora una delle grandezze di cui
si tiene maggiormente conto nel confronto tra modalità di spostamento diverse
è il prodotto tra la massa di carico trasportata e la distanza compiuta.
massa · distanza (1.1)
L'eﬃcienza di una strategia di avanzamento, a parità di distanza percorsa,
può essere quindi valutata in termini di carico trasportato, tenendo presente
le aventuali diﬀerenze di energia potenziale negli spostamenti in salita o disce-
sa.A garantire che poi il cammino avvenga in condizioni di sicurezza è il con-
trollo neuromuscolare che provvede ad un assorbimento degli urti con il suolo,
alla prevenzione della caduta, al mantenimento di una adeguata traiettoria e
dell'equilibrio.
Più in generale nel prosieguo di questa trattazione si avrà modo di osservare
che un'eﬃciente attività di propulsione deve provvedere contemporaneamente
sia al mantenimento della postura e dell'equilibrio [1, 2, 3, 4], sia al sostegno
alla parte superiore del corpo [5, 8]. Anche il controllo della traiettoria del
piede [9] e l'assorbimento dell'energia meccanica negli urti al suolo [6, 7] sono
importanti compiti assolti durate la locomozione, necessari al ﬁne di ottenere
atterraggi ammortizzati e distacchi dal suolo non traumatici. Tutte queste azioni
vengono poi portate a termine senza prescindere dalla necessità di produrre
energia meccanica suﬃciente a mantenere una velocità di spostamento circa
costante [6, 7].
Prima però di concentrare l'attenzione su questi singoli aspetti appare neces-
sario introdurre una serie di deﬁnizioni e convenzioni che rendano più semplice
la trattazione. Si riportano quindi qui di seguito le deﬁnizioni degli assi di rifer-
imento, le scelte sulle orientazioni degli angoli e la abbreviazioni necessarie per
i principali eventi che compongo ogni singolo ciclo del passo:
 Piano di Progressione: piano verticale lungo il quale il centro di massa
mediamente si sposta durante il ciclo del passo.
 Piano Frontale : piano veritcale che suddivide il corpo in una parte
anteriore ed una posteriore (vedi Figura 1.1).
 Piano Trasversale: piano orizzontale che suddivide il corpo in una parte
superiore ed una ineferiore (vedi Figura 1.1).
 Piano Sagittale: piano verticale che suddivide il corpo in una parte a
destra ed una a sinistra (vedi Figura 1.1).
 Ciclo del Passo: intervallo compreso tra due appogi successivi dello stesso
piede a terra. Si suddivide in due fasi principali: fase di appoggio (fase
di stance-vedi Figura 1.3 ) e fase di oscillazione (fase di swing-vedi Figura
1.3 ) .
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Figura 1.1: Rappresentazione dei piani frontale, trasversale e sagittale.
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Figura 1.2: Lunghezza del passo e della falcata. Larghezza del passo.
 Falcata (stride): ciclo completo di deambulazione, misurato tra un appog-
gio calcaneare ed il successivo del medesimo piede (vedi Figura 1.2).
 Passo o semipasso (step) : intervallo dall'appoggio calcaneare di un piede
appoggio calcaneare successivo dell'altro piede (vedi Figura 1.2).
 Larghezza del passo: la distanza mediolaterale tra i piedi, oppure la dis-
tanza del tallone rispetto alla linea mediana di avanzamento. Oscilla tra
i 5 ed i 7 cm per un soggetto normale (vedi Figura 1.2).
Il ciclo del passo si compone poi di una successione periodica di compiti
motori che sono stati classiﬁcati nel modo seguente. La descrizione procede il-
lustrando le azioni compiute sempre dal medesimo arto inferiore durante l'intero
ciclo, così come si osserva in Figura 1.3.
 contatto tallone-suolo: instante in cui il tallone entra in contatto iniziale
con il suolo. Determina l'inizio del ciclo del passo. Il centro di gravità del
corpo è nella posizione più bassa (fase di stance-vedi Figura 1.3).
 piede in contatto con il suolo: orizzontalizzazione del piede. Istante du-
rante la fase di appoggio in cui il piede si trova in posizione completamente
orizzontale al suolo indipendentemente dalle modalità del contatto iniziale
(fase di stance-vedi Figura 1.3).
 appoggio intermedio: il piede in contatto viene superato da quello in oscil-
lazione. Il centro di gravità è nella posizione più alta (fase di stance-vedi
Figura 1.3) .
 distacco tallone: il piede ancora in appoggio solleva il tallone e si distacca
dal suolo. In questo istante ha inizio la fase di spinta propulsiva (fase di
stance-vedi Figura 1.3).
 distacco della punta: dopo il tallone anche la punta del piede lascia il
suolo. In questo istante termina la fase di appoggio e comincia quella
di oscillazione dell'arto che si è preso in considerazione ﬁnora (fase di
stance-vedi Figura 1.3).
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Figura 1.3: Fasi del ciclo del passo.
 Fase di accelerazione: parte iniziale della fase di oscillazione in cui il piede
in posizione accelera in seguito alla spinta esercitata contro il suolo e si
attivano i ﬂessori plantari della caviglia (fase di swing-vedi Figura 1.3).
 oscillazione intermedia: l'arto si sposta da una posizione posteriore del
corpo ad una anteriore (fase di swing-vedi Figura 1.3).
 decelerazione: l'azione dei muscoli rallenta la gamba e stabilizza il piede
in preparazione per il prossimo (fase di swing-vedi Figura 1.3).
Per dovere di completezza nel prossimo paragrafo verrano approfondite mag-
giormente le caratteristiche principali di queste fasi del ciclo del passo, si lascia
dunque al lettore la possibilità di scegliere se proseguire o passare direttamente
al paragrafo successivo.
1.2 Fasi del ciclo del Passo.
Come si è già avuto modo di osservare, il periodo del passo può essere suddiviso
in due fasi distinte, la fase di appoggio e quella di oscillazione, che occupano
rispettivamente circa il 60% ed il restante 40% dell'intero ciclo di avanzamento
(vedi Figura 1.4).
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Figura 1.4: Fase di appoggio (stance) e fase di oscillazione (swing).
Il ciclo del passo comincia nell'istante in cui il piede viene a contatto con il
suolo attraverso il tallone. L'arto in questione inizia l'appoggio con il rotola-
mento del calcagno mentre l'altro, più arretrato, si trova alla ﬁne della fase di
appoggio (vedi Figura 1.5). In questo momento l'anca è ﬂessa ed il ginocchio è
esteso. Anche la tibiotarsica 1 è ﬂessa dorsalmente ed è posizionata a 90° (po-
sizione neutra) in modo da determinare un'inclinazione ottimale dell'avampiede
verso l'alto. Si ha in questa fase un picco di intensità dei tre ischiocrurali 2
nell'attivare l'oscillazione per assorbire l'impatto con il terreno, frenando prima
la coscia e poi la gamba. I quattro vasti 3 si attivano per impedire la ﬂes-
sione del ginocchio, per garantirne l'estensione completa, mentre i due estensori
monoarticolari dell'anca frenano il femore. La riattivazione dei muscoli pretibiali
posiziona il piede per la successiva azione di rotolamento del calcagno.
L'azione di risposta al carico è quindi la fase che inizia con il contatto al suolo
e che continua ﬁnché l'altro piede non viene sollevato per l'oscillazione. Il peso
del corpo è trasferito sull'arto che avanza (vedi Figura 1.6). Il ginocchio è ﬂesso
per rotolamento del calcagno, per assorbire l'impatto. La ﬂessione della tibio-
tarsica limita il rotolamento del calcagno mediante il contatto dell'avampiede
con il suolo. L'arto opposto si trova invece in fase di preoscillazione. Si ha in
questo momento un picco di intensità dei muscoli pretibiali nella parte iniziale
della risposta al carico, per frenare la velocità di ﬂessione plantare 4 passiva
della tibiotarsica. Inoltre un altro picco di intensità dei quattro vasti provvede
a limitare la ﬂessione del ginocchio, avviata con il rotolamento del calcagno e
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Figura 1.5: Contatto iniziale.
Figura 1.6: Fase di risposta al carico. Le frecce indicano la direzione del
movimento per ciascuna articolazione.
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Figura 1.7: Appoggio intermedio.
Successivamente il corpo si porta in conﬁgurazione appoggio su un unico arto.
Questa fase, di appoggio intermedio, inizia con il sollevamento del piede contro-
laterale e termina quando il peso del corpo risulta allineato sull'avampiede (vedi
Figura 1.7). L'arto in contatto con il suolo avanza oltre il corrispondente piede
mediante la ﬂessione dorsale 5 della tibiotarsica, mentre il ginocchio e l'anca si
estendono. L'arto opposto, ormai sollevato, avanza nella sua fase di oscillazione
intermedia. Si ha quindi un breve periodo di attività del muscolo vasto nella
parte iniziale dell'appoggio intermedio, per assistere l'estensione del ginocchio.
I ﬂessori plantari della tibiotarsica assicurano la graduale progressione sul piede
in appoggio.
Ha inizio quindi la fase di appoggio terminale. Questo insieme di compi-
ti motori inizia con il sollevamento del tallone e continua ﬁnché l'altro piede
non appoggia al suolo (vedi Figura 1.7-b)). Il peso del corpo è trasferito oltre
l'avampiede, il calcagno si solleva e l'arto in appoggio avanza per il rotolamento
dell'avampiede. Il ginocchio continua ad estendersi per poi ﬂettersi leggermente
mentre l'aumento di tensione dell'anca fa avanzare l'arto. L'altro arto, non in
contatto con il suolo, si trova nella fase di oscillazione terminale. Si ha um
picco di attività del soleo 6 in risposta a due richieste: mantenere la stabilità
contrastando il vettore del corpo che avanza ﬁno all'avampiede creando un el-
evato momento dorsiﬂessorio; e fornire un forte momento plantarﬂessorio per
sostenere il peso del corpo nel distacco del tallone. L'azione del muscolo soleo
cessa rapidamente non appena l'altro arto tocca il terreno. Successivamente si
attiva il gastrocnemio 7 che ﬂette il ginocchio.
Con il contatto iniziale dell'arto, che era sollevato, inizia la fase di preoscil-
lazione ﬁno al distacco della dita omolaterali. L'arto più arretrato risponde con
un aumento della ﬂessione plantare della tibiotarsica, un aumento della ﬂessione
del ginocchio e una diminuzione dell'estensione dell'anca. L'arto opposto è in-
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Figura 1.8: Fasi di appoggio terminale. Le frecce indicano la direzione del
movimento per ciascuna articolazione.
il momento abduttorio dell'anca, creato dallo spostamento del carico sull'altro
arto. Nella fase ﬁnale si attiva il retto femorale che decelera l'eccessiva ﬂessione
del ginocchio. Con l'inizio del doppio appoggio, il vettore di forza avanza oltre
le articolazioni metatarsofalangee, liberando il piede. L'energia potenziale del-
l'arto si trasforma in cinetica e favorisce il movimento della tibia, ﬂettendo il
ginocchio e ruotando ulteriormente la coscia in avanti. La tensione residua del
tricipite aumenta la ﬂessione del ginocchio, che viene contrastata a sua volta
dall'azione dorsiﬂessoria dei muscoli pretibiali che sollevano il piede dalla sua
precedente ﬂessione plantare.
L'inizio dell'oscillazione vera e propria si ha con il sollevamento del piede dal
terreno e termina quando l'arto oscillante si trova parallelo al piede di appog-
gio (vedi Figura 1.9). Il piede è sollevato e l'arto avanza mediante la ﬂessione
dell'anca e la ﬂessione del ginocchio. La tibiotarsica risulta parzialmente dorsi-
ﬂessa. L'altro arto si trova nella fase iniziale di appoggio intermedio. In questa
fase si ha l'attivazione simultanea del gracile 8, del sartorio 9 e del iliaco 10 che
determinano la rotazione anteriore della coscia. Si aggiunge poi l'azione del capo
breve del bicipite femorale per aumentare la componente ﬂessoria del ginocchio.
La fase intermedia dell'oscillazionme comincia invece quando l'arto oscillante
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Figura 1.9: Dalla fase di oscillazione iniziale a quella di contatto successivo. Le
frecce indicano la direzione del movimento per ciascuna articolazione.
lazione avanza e la tibia risulta verticale. L'avanzamento dell'arto davanti alla
linea di gravità si ottiene mediante una ﬂessione dell'anca. Il ginocchio si estende
in risposta alla gravità, mentre la tibiotarsica continua la dorsiﬂessione ﬁno alla
posizione neutra. L'altro arto si trova nella fase terminale di appoggio inter-
medio. Si ha in questa fase una signiﬁcativa riduzione dell'attività dei ﬂessori
dorsali della tibiotarsica. L'unico muscolo dell'anca a essere ancora attivo è
il gracile. I muscoli sono silenti nell'oscillazione intermedia poichè il momento
generato dalla vigorosa azione muscolare nell'oscillazione iniziale è suﬃciente
per concludere la sospensione dell'arto.
La fase ﬁnale dell'oscillazione inizia con la tibia verticale e termina quando il
piede prende contatto con il terreno (vedi Figura 1.9). L'avanzamento completo
dell'arto si ha nel momento in cui la gamba si trova davanti la coscia. Questo
avanzamento è completato dall'estensione del ginocchio. L'anca mantiene la sua
iniziale ﬂessione e la tibiotarsica rimane dorsiﬂessa ﬁno alla posizione neutra.
L'altro arto si trova nella fase di appoggio terminale. Sono attivi i muscoli
pretibiali, ischiocrurali, ed il quadricipite.
1.3 Misure del ciclo del passo.
Una delle misure più comuni da eseguire per una valutazione preliminare del-
l'andatura è la cadenza ovvero il numero di passi compiuti nell'unità di tempo.
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lunghezza del passo [m] · cadenza [passimin ]
2 · 60 [s] (1.2)
dove il 2 al denominare è dovuto al fatto che vengono compiuti due passi per ogni
ciclio. In particolare la cadenza e la lunghezza del passo sono due osservabili
estremamente correlate in quanto incrementando la prima attraverso una spinta
propulsiva maggiore si riduce il tempo di oscillazione della gamba e si aumenta
anche la lunghezza della falcata. Come poi si è già avuto modo di anticipare
la lunghezza del passo è però funzione anche di altezza, peso, genere ed età dei
soggetti presi in considerazione Per un adulto in condizioni di buona salute la
cadenza naturale del passo può variare da 101 a 122 passi al minuto, inoltre si
può osservare che la cadenza naturale femminile è più alta di quella maschile di
una quantità compresa tra 6 e 10 passi al minuto [11, 12, 13, 14]. Per quanto
riguarda gli anziani invece, si osserva un decremento sia della lunghezza naturale
del passo che della cadenza naturale. Inoltre si veriﬁca che all'aumentare della
velocità nei soggetti anziani si innesca una strategia preferenziale di aumento
della cadenza, piuttosto che un aumento della lunghezza della falcata che invece
si riscontra negli individui adulti [15, 16, 17].
Un altro modo di esprimere la durata delle fasi che compongono l'attiv-
ità locomotoria è quello di far riferimento alla percentuale che rappresentano
rispetto all'intero ciclo del passo. In tal senso per una camminata a cadenza
naturale, è possibile riconoscere una fase di singolo appoggio che occupa una
frazione variabile tra il 58% ed il 61% dell'intera azione. D'altra parte il perio-
do di oscillazione corrisponde ad una percentuale compresa tra il 39% ed il 42%.
Dal momento che poi la fase di doppio appoggio risulterà come diﬀerenza tra
il periodo di singolo appoggio e quello di oscillazione, allora essa rappresenterà
il 16-22% dell'intero ciclo. Ammettendo poi che la camminata sia esattamente
simmetrica allora si può concludere che il doppio appoggio costituisce una fase
compresa tra l'8% e l'11% della singola falcata. Si osserva poi che all'aumentare
della velocità, si ha una diminuzione sia della cadenza che della lunghezza del
passo [18, 19, 20].
Come si è già osservato la velocità, la cadenza e della lunghezza del passo sono
variabili tra loro strettamente correlate (eq. 1.2). Tuttavia lunghezza e cadenza
non sono esattemente indipendenti l'una dall'altra. É stato infatti dimostrato
che per cadenze comprese tra 80 e 120 passi al minuto, cadenza e lunghezza
della falcata sono entrambe proporzionali alla radice quadrata della velocità di
spostamento, e risultano quindi linearmente dipendenti [21]. In Figura 1.11 è
possibile riconoscere questo andamento per la lunghezza del passo normalizzata
all'altezza rispetto alla cadenza. Al di sopra della soglia di 120 passi al minuto, si
raggiunge il limite massimo ﬁsiologico di allungamento della falcata, e si assiste
ad un aumento soltanto della cadenza.
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Figura 1.10: Traiettoria degli arti durante le fasi di singolo e doppio appoggio.
Figura 1.11: Andamento della cadenza in funzione della lunghezza del passo
[10] .
Si veriﬁca quindi una alta correlazione lineare tra cadenza e lunghezza della
falcata.
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Figura 1.12: Schema a 7 segmenti con cui si rappresentano entrambi gli arti
inferiori
1.4 Cinematica del Cammino.
Lo studio della cinematica del cammino comporta una descrizione delle traiet-
torie e degli spostamenti senza prendere in maggiore considerazione le forze sia
interne che esterne che causano tali movimenti. Dal momento che la locomozione
si comcpone di un inseme di azioni ripetute in modo periodico, sarà suﬃciente
analizzare il moto durante un solo ciclo completo del passo per ricostruire poi
tutta la camminata. La descrizione dell'andamento del passo risulta tuttavia
particolarmente complessa a causa nel notevolmente alto numero di variabili
cinematiche da prendere in considerazione. Infatti se anche si modellizzasse il
corpo umano come un insieme di 15 segmenti, sarebbe comunque necessario
un numero eccessivo di curve per rappresentare l'intera cinematica del corpo.
Risulterà quindi necessario introdurre una serie di compromessi e sempliﬁcazioni
per rendere la descrizione meno complessa. I risultati delle misure verrano poi
presentati utilizzando come rappresentazione graﬁca, un diagramma temporale
in cui saranno riconoscibili le curve delle posizioni verticali, della velocità e del-
l'accelerazione durante la fase di appoggio. Si prende quindi in considerazione
la catena di 7 segmenti con cui si schematizza il collegamento tra il piede e
le anche. In questo modo il problema ﬁsico risulta caratterizzato da 12 gradi
di liberà, di cui 3 per ogni articolazione dell'anca, 1 per ogni articolazione del
ginocchio e 2 per ogni articolazione delle caviglie (vedi Figura 1.12).
Ad esempio in Figura 1.13-a) si osservano gli spostamenti verticali, la ve-
locità orizzontale e verticale del tallone durante il passco, per un gruppo di 14
individui che avanzano a cadenza naturale. Il moto comincia molto prima (cir-
ca il 60% del periodo del passo) del distacco della punta (TO), e la curva delle
velocità verticali raggiunge un massimo positivo proprio subito prima del TO.
Invece la curva degli spostamenti verticali raggiunge il massimo subito dopo il
TO, mentre per quanto riguarda la velocità orizzontale del tallone, essa segue
un andamento crescente dopo il distacco del tallone e raggiunge un massimo
nella fase di oscillazione. Come poi è possibile osservare, la traiettoria verticale,
durante la fase di oscillazione è sottoposta ad una discesa molto rapida che viene
interrotta poco prima del contatto tallone (HC), circa 1 cm prima sopra il livello
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del suolo. Infatti nell'ultima parte della fase di oscillazione, corrispondente circa
al suo 10%, il tallone viene abbassato molto più lentamente in modo da rendere
più gentile possibile il contatto con il suolo. Questo trova conferma anche nel-
l'andamento della velocità, che si riduce rapidamente proprio in quella stessa
fase. Il fatto che poi il graﬁco mostri nella parte ﬁnale una velocità verticale
non prossima a zero è dovuto ad un artefatto di tipo tecnologico. Il marcatore,
utilizzato per ricostruire la posizione del tallone, deve necessariamente essere
posto poco più in alto del tallone stesso, e mostra quindi una velocità diversa
da zero dopo il contatto tallone-suolo.
Allo stesso modo è possibile studiare l'andamento delle curve di velocità e
spostamento per la parte anteriore del piede ponendo un marcatore nella zona
metatarso falangea. Rispetto alla traiettoria del tallone si osserva (vedi Figurca
1.13-c)) una fase iniziale di incremento corrispondentemente all'ultimi istanti
della spinta propulsiva (PO) ed ai primi dell'oscillazione del piede. Il punto
di massimo della traiettoria viene raggiunto a metà della fase di oscillazione, e
subito dopo si osserva una rapida ridiscesa che si conclude non appena il piede
in oscillazione supera la gamba in appoggio. A questo punto, grazie all'artico-
lazione della caviglia, la punta del piede viene di nuovo sollevata, in modo che
il contatto con il suolo avvenga prima con il tallone. Questa fase è ben visibile
nella Figura 1.13-c) in cui si osserva una risalita della traiettoria alla ﬁne della
rappresentazione.
1.5 Traiettoria del centro di massa del sistema
Testa-Braccia-Tronco (HAT).
La parte superiore del corpo, composta dal sistema Testa-Braccia-Tronco (Heart-
Arm-Torso HAT), costituisce da sola circa i 2/3 della massa totale del corpo.
Una volta calcolato il corrispondente centro di massa, attraverso una somma pe-
sata sui vari segmenti, è possibile seguirne la traiettoria e studiarne la cinematica
utilizzzando un marcatore applicato sul medesimo campione di 14 soggetti adul-
ti. Lo spostamento lungo l'asse verticale del centro di massa del sistema HAT è
quindi rappresentato in Figura 1.14-a).
É ben distinguibile un andamento di tipo periodico, dal momento che si
considera un ciclo completo del passo composto da due falcate consecutive.
Si riconosce facilmente che il centro di massa raggiunge la sua quota massi-
ma esattamente a metà della fase di singolo appoggio, mentre il minimo dello
spostamento verticale si ha a metà della fase di doppio appoggio di ogni falcata.
La traiettoria sinusoidale del centro di massa appare poi in opposizione di fase
rispetto all'andamento della velocità lungo la direzione orizzontale (vedi Figura
1.14-b)).
Infatti i picchi di massima quota raggiunta dal centro di massa corrispondono
necessariamente agli istanti in cui la sua velocità angolare è minima. Analoga-
mente l'abbassamento del centro di massa comporta un aumento dell'energia
cinetica, per cui ad ogni minimo dell'altezza raggiunta dal centro di massa cor-
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Figura 1.13: a) Spostamenti verticali, velocità orizzontale e verticale del tallone
durante il passo. b) Traiettoria del tallone. c) Spostamenti verticali, velocità
orizzontale e verticale della punta del piede durante il passo [10].
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Figura 1.14: a) Spostamento verticale del centro di massa HAT. b) Velocità in
avanti del centro di massa HAT [10] .
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risponde un massimo nella velocità orizzontale. Questo tipo di andamento, che
suggerisce un meccanismo di conservazione dell'energia, ha portato poi i ricer-
catori ad introdurre il modello del pendolo inverso come primissima schematiz-
zazione del sistema. Si noti poi che tutti gli spostamenti verticali rappresentati
sono stati normalizzati rispetto al valor medio calcolato sul periodo del passo,
al ﬁne di rendere le misure indipendenti dall'ampio intervallo di variabilità della
statura dei soggetti.
1.6 Misure dei segmenti angolari e degli angoli
alle articolazioni.
Come si è già avuto modo di precisare tutti gli angoli sono misurati in senso
antiorario a partire dalla retta orizzontale al piano di appoggio del piede. Per
come sono deﬁniti gli angoli al tronco, alla coscia ed alla gamba variano oscil-
lando attorno alla verticale rispetto al piano di appoggio, mentre l'angolo al
piede ha la possibilità di oscillare attorno alla direzione orizzontale al piano. Se
si considera poi, introducendo una leggera approssimazione, che il tronco, du-
rante la camminata, resti allineato con la verticale al piano di appoggio, allora
l'angolo in corrispondenza dell'anca può essere utilizzato per ottenere una ra-
gionevole stima dell'orientazione della coscia nello spazio. Come si può osservare
in Figura 1.15 la massima ﬂessione di anca è raggiunta circa a metà della fase
di oscillazione. La rotazione e l'ad/abduzione dell'anca sono necessarie per far
si che l'arto inferiore che oscilla continui a puntare verso l'avanti, nonostante la
rotazione pelvica. Il lavoro muscolare è attivo solo nelle prime fasi del movimen-
to, pertanto la fase di oscillazione è solo parzialmente un movimento balistico.
Nella fase di appoggio invece il principale movimento è di estensione partendo
da una posizione ﬂessa. I muscoli glutei e i ﬂessori del ginocchio, attivi durante
la fase iniziale, interrompono la loro attività a metà dell'appoggio e subentra la
gravità.
Allo stesso modo anche gli angoli al ginocchio essere sfruttati per valutare
rispettivamente le orientazioni della gamba. Infatti come si può osservare in
Figura 1.16, durante la fase di oscillazione il ginocchio prima si ﬂette e poi si
estende per preparare l'impatto calcaneare. L'attività muscolare durante l'oscil-
lazione è scarsa. I movimenti del ginocchio sono infatti conseguenze passive della
ﬂessione dell'anca. Si potrebbe addirittura parlare in questo caso di azione a
doppio pendolo articolato dell'arto inferiore. Alla ﬁne l'attivazione dei ﬂessori
del ginocchio ne arresta l'estensione. La contrazione del quadricipite anticipa
l'appoggio calcaneare. Durate la fase di appoggio si ha invece una lieve ﬂes-
sione del ginocchio seguita da una successiva estensione che continua ﬁno al
sollevamento del calcagno. Una volta che poi l'arto inferiore ha superato la po-
sizione verticale, il ginocchio si blocca (ovvero non si attivano più gli estensori).
I ﬂessori del ginocchio entrano quindi in azione all'inizio ed alla ﬁne della fase
di appoggio.
Anche per l'articolazione della caviglia è possibile condurre lo stesso tipo di
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Figura 1.15: Attivazioni dell'articolazione dell'anca durante il ciclo del passo.
Figura 1.16: Attivazioni dell'articolazione del ginocchio durante il ciclo del
passo.
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Figura 1.17: Attivazioni dell'articolazione della caviglia durante il ciclo del
passo.
analisi. Si osservi a questo proosito la Figura 1.17. Durante la fase di oscillazione
si ha una dorsiﬂessione iniziale della caviglia per preparare l'estremità dell'arto
al successivo impatto calcaneare. Nella fase di appoggio invece la cavilgia si
trova inizialmente vicino alla posizione neutra. La successiva ﬂessione plantare
provvede ad orizzontalizzare il piede. Si ha poi una lieve dorsiﬂessione che viene
arrestata contrastando l'azione del peso del corpo che oscilla in avanti. Alla ﬁne
della fase di appoggio si ha poi una ﬂessione plantare che permette di eseguire
una spinta propulsiva eﬃcace.
In Figura 1.18 è possibile distinguere gli andamenti degli angoli alle artico-
lazioni di anca, ginocchio e caviglia per una serie di prove eseguite sullo stesso
soggetto a distanza di giorni. Lo studio, a cui queste immagini fanno riferi-
mento [22], era volto ad analizzare l'ampiezza dell'intervallo di varibilità degli
angoli alle articolazioni presentati da uno stesso soggetto durante la cammina-
ta. I risultati ottenuti confermano una alta stabilità ed una sostanziale costanza
degli angoli che lo stesso individuo presenta all'interno del suo ciclo del passo.
Questo ed altri studi [22, 23, 24], sono stati poi aﬀrontati anche per valutare
la variabilità degli angoli alle giunture all'interno di una campione di individui
diversi. Le curve riportate in Figura 1.19-a) rappresentano quindi gli andamenti
degli spostamenti angolari delle articolazioni di anca, ginocchio e caviglia di un
gruppo di soggetti diversi. La media calcolata sul periodo del passo è rapp-
resentata dalla linea nera continua, mentre le curve tratteggiate documentano
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Figura 1.18: Angoli alle articolazioni a cadenza naturale per lo stesso soggetto
[10] .
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l'andamento della deviazione standard sul campione di misure. Come era già
possibile aspettarsi, dal momento che ogni individuo adotta diﬀerenti strategie
nelle modalità di cammino che lo rendono riconoscibile, la variabilità delle curve
rappresentate è molto alta ed oscilla tra il 23% ed il 72%.
Figura 1.19: a) angoli alle articolazioni a cadenza naturale misurati su un cam-
pione di soggetti. b)confronto tra gli andamenti degli angoli alle articolazioni a
cadenze diverse [10] .
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Lo stesso studio è stato poi ripetuto, utilizzando lo stesso campione di sogget-
ti, per cadenze diverse del passo. Ovvero sono state fatte misure ad una cadenza
naturale di 105 ± 6 passi/min, ad una cadenza lenta di 20 passi/min inferiore
a quella naturale ed inﬁne ad una cadenza veloce di 20 passi/min superiore di
quella naturale. Il confronto tra gli andamenti medi degli angoli alle artico-
lazioni per le tre cadenze di avanzamento è rappresentato in Figura 1.19-b). É
evidente che le diﬀerenze per i diversi gruppo di cadenza sono minime. Il punto
in cui si riscontra una variabilità maggiore è quello che corrisponde alla massima
ﬂessione del ginocchio, che passa da 15° per una camminata lenta a 25° per una
camminata a cadenza veloce.
1.7 Dinamica del Cammino.
La seguente trattazione proseguirà analizzando gli aspetti dinamici del ciclo del
passo. Verranno quindi presi in considerazione i momenti e le forze, con parti-
colare attenzione per la forza di reazione del piano. Attraverso una piattaforma
di forza è infatti possibile misurare la forza di reazione sulla superﬁcie di avan-
zamento. Essa sarà il risultato della somma algebrica estesa su tutto il sistema
del prodotto massa per accelerazione di ogni segmento del corpo durante la fase
in cui il piede è in appoggio. Analogamente a quanto visto precedentemente
per gli angoli alle articolazioni, esistono studi [26] che analizzano la variabilità
dell'andamento della forza di reazione al piano per una serie di test su uno stes-
so soggetto (vedi Figura 1.20-a)), e su un campione di individui diversi (vedi
Figura 1.20-b)).
Le immagini in Figura 1.20-a) mostrano le forze di reazione orizzontali e ver-
ticali al piano di avanzamento medie e normalizzate rispetto alla massa. Parti-
colare attenzione si deve porre nell'osservare la forza di reazione perpendicolare
al piano, che presenta un tipico andamento, detto ad M, e caratterizzato da
un doppio picco. Il primo massimo locale della curva è infatti dovuto alla fase di
accettazione del carico, in cui si ha un rallentamento della velocità del piede ﬁno
al suo arresto a terra. Alla ﬁne della fase di appoggio si ha poi il secondo picco
corrispondente al momento della spinta propulsiva del piede in cui il centro di
massa viene accelerato verso l'alto.
Per quanto riguarda invece la forza di reazione parallela al piano si osserva un
primo andamento negativo corrispondente alla prima metà della fase di appoggio
del piede in cui il corpo lentamente subisce un abbassamento di quota. Nella
seconda meta della fase di appoggio si ha invece un andamento positivo dovuto
alla accelerazione in avanti del corpo. Come nei casi precedenti la variabilità
delle misure è bassa per un singolo soggetto e più alta all'interno di un campione
di più individui. In particolare come si osserva in Figura 1.20-b), le maggiori
diﬀerenze si osservano di nuovo al momento della ﬂessione del ginocchio durante
la fase di accettazne del carico.
Uno studio analogo può essere condotto anche sui momenti delle forze che
si sviluppano in corrispondenza delle articolazioni. In Figura 1.21 è possibile
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Figura 1.20: a)forza di reazione al suolo misurata per un singolo individuo.
b)forza di reazione al suolo misurata per un campione di individui [10] .
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Figura 1.21: Convenzione adottata sui segni dei momenti delle forze [10] .
osservare la convenzione che è stata adottata per i momenti delle forze sul piano
di progressione.
La convezione standard individua come positivi i momenti orientati in senso
antiorario a partire dall'estremità prossimale di ogni segmento, e negativi quelli
orientati in senso orario. Tuttavia, a causa dei diversi ruoli che hanno i momenti
delle forze durante il ciclo del passo è più utile introdurre un'altra convenzione.
Si cinsedereranno quindi positivi i momenti estensori che, allungando gli arti,
forniscono al corpo una spinta verso l'alto mentre quelli ﬂessori, che comportano
una contrazione dell'arto ed una spinta verso il basso, dovranno essere assunti
come negativi. Per cui l'estensione dell'anca e del ginocchio, in quanto momenti
propulsivi, saranno considerati come positivi.
Anche in questo caso è quindi possibile osservare gli andamenti dei momenti
introdotti nel caso in cui siano state fatte più misure di riproducibilità su uno
stesso soggetto (vedi Figura 1.22-a)).
Di seguito si riporta poi una sovrapposizione (vedi Figura 1.23) delle curve
relative alla plantarﬂessione della caviglia misurate sul medesimo gruppo di più
individui a cadenze diﬀerenti (lenta, naturale, veloce).
Questo confronto appare particolarmente utile dal momento che si osserva
una sostanziale variazione del proﬁlo del momento alla caviglia tra la prima
parte ﬁno alla metà dell'appoggio e la parte ﬁnale dove si ha la spinta propul-
siva. Come si avrà poi modo di approfondire successivamente, il plantarﬂessore
assorbe energia nella prima fase dell'appoggio in cui la gamba ruota attorno al
piede. Successivamente esso genera una propulsione esplosiva che spinge verso
l'alto ed in avanti il centro di massa. Tale istante è segnalato nell'immagine da
una linea nera verticale che separa gli istanti in cui viene dissipata energia per
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Figura 1.22: a)Momenti delle forze alle giunture misurati per un singolo
individuo [10].
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Figura 1.23: Confronto tra gli andamenti del momento alla caviglia a cadenze
diﬀerenti [10] .
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Figura 1.24: a)Confronto tra gli andamenti del momento al ginocchio a caden-
ze diﬀerenti. b)Confronto tra gli andamenti del momento all'anca a cadenze
diﬀerenti [10] .
frenare il piede in collisione da quelli in cui viene sviluppata energia per far avan-
zare il centro di massa. Inoltre si osserva che, rispetto a quando la camminata
procede a cadenza inferiore o naturale, a cadenze più veloci i soggetti presen-
tano un momento alla caviglia minore, nella fase di dissipazione di energia, e
maggiore nella fase propulsiva. Allo stesso modo è possibile eseguire il medesi-
mo confronto anche per quanto riguarda i momenti sviluppati al ginocchio (vedi
Figura 1.24-a)) ed all'anca (vedi Figura 1.24-b)).
Come si osserva il momento al ginocchio mantiene sempre il medesimo an-
damento a tutte le diverse cadenze del passo, tranne per il fatto che esso viene
ampliﬁcato di un fattore di guadagno crescente al crescere della cadenza.
Nell'istante in cui si ha il contatto del tallone il ginocchio presenta un momen-
to ﬂessore, che tuttavia viene controllato dalla brusca attivazione di un momento
estensore per ammortizzare l'atterraggio e frenare la ﬂessione del ginocchio, dis-
sipando così energia. Successivamente all'accettazione del carico tale momento
estensore permette poi di estendere l'articolazione del ginocchio immettendo
così energia potenziale nel sistema per innalzamento della quota del centro di
massa. Tra il 30% ed il 50% della fase di appoggio il momento torna ad es-
sere leggermente ﬂessore a causa dell'azione del gastrocnemio che si attiva per
produrre la spinta propulsiva. Durante la parte ﬁnale dell'appoggio e per la
prima metà della fase di oscillazione tornano ad attivarsi però gli estensori in
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modo da evitare il collasso del ginocchio, e contemporaneamente per rallentare
di poco la gamba dopo il suo distacco dal suolo. Nella seconda parte della fase
di appoggio si ha invece una sostanziale attivazione dei muscoli della coscia che
sviluppano un momento ﬂessore al ﬁne di rallentare l'arto prima della succes-
siva collisione con il suolo. Per quanto riguarda poi il momento sviluppato in
corrispondenza dell'anca (vedi Figura 1.24-b)), si osserva un certo ritardo nelle
curve al variare della cadenza del passo. Inizialmente sono attivi gli estensori
dell'anca per aiutare il sistema nella fase iniziale di assorbimento di energia al
momento del contatto del tallone. Essi controllano e frenano la ﬂessione del-
l'anca e la rotazione in avanti delle pelvi stabilizzando il tronco. All'aumentare
della cadenza questo evento viene anticipato anticipato così come si osserva dalle
curve in Figura 1.24-b). Durante poi la prima parte della fase di appoggio, i
ﬂessori dell'anca agiscono per controllare la rotazione all'indietro della coscia. A
metà della falcata poi si contraggono concentricamente per sollevare la gamba
ﬁno alla fase di metà oscillazione.
1.8 Potenza Meccanica.
Durante le fasi concentriche ed eccentriche i muscoli generano ed assorbono
l'energia meccanica necessaria per portare a compimento i compiti motori che
possiamo osservare. Per poter procedere con un'analisi quantitativa di tali
fenomeni, è necessario introdurre una ulteriore grandezza, la potenza mecca-
nica Pj , deﬁnita come il prodotto tra il momento delle forze articolari Mj per
la velocità angolare ωj :
Pj = Mj · ωj (1.3)
L'indice j nell'eq. 1.3 è dovuto al fatto che i momenti torcenti che si ver-
iﬁcano in corrispondenza di un'articolazione sono indipendenti da quelli che
agiscono sulle altre. Tuttavia è comunque possibile riconoscere l'inﬂuenza di
muscoli biarticolari in corrispondenza di giunti adiacenti, ogni volta che, du-
rante il ciclo del passo, la generazione di energia ad un'articolazione è seguita
dal suo assorbimento in una articolazione adiacente.
Si concentri adesso l'attenzione sugli andamenti della potenza che si possano
osservare in corrispondenza della caviglia e del ginocchio (vedi Figura 1.25-a) e
1.25-b)).
In Figura 1.25-a) si osservano in alto la curva delle variazioni dell'angolo alla
caviglia quando hanno luogo la plantarﬂessione e la dorsiﬂessione di quest'ulti-
ma. Il graﬁco centrale rappresenta invece l'andamento del momento delle forze
alla caviglia sempre al veriﬁcarsi dei suddetti eventi. Ed inﬁne, in basso, si os-
serva la curva di produzione e dissipazione della potenza meccanica. In modo
del tutto analogo, ma nel caso dell'articolazione del ginocchio, si legge il graﬁco
di Figura 1.25-b).
Osservando la curva della potenza di Figura 1.25-a), si nota che le fasi di
maggiore interesse sono state indicate con le sigle A1 ed A2, che verranno a
breve commentate. Tra l'istante di contatto del tallone al suolo ed il primo 5%
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Figura 1.25: Andamento delle curve della potenza meccanica sviluppata in
corrispondenza dell'articolazione della caviglia a) e del ginocchio b) [10] .
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del ciclo del passo, il piede attiva la sua ﬂessione plantare sotto il controllo di
un debole momento dorsiﬂessore. Ne risulta un uniziale consumo di energia non
particolarmente signiﬁcativo. Poi durante la dorsiﬂessione, quando la gamba
ruota attorno al piede (tra il 5% ed il 40% del ciclo del passo), sotto il controllo
di una ﬂessione plantare crescente si ha un'ulteriore assorbimento di energia, in-
dicato con la sigla A1. Quando il momento plantare ﬂessore è suﬃcientemente
alto da causare il distacco propulsivo del piede dal suolo, si ha una planterﬂes-
sione della caviglia molto rapida. Questo evento, indicato con A2, rappresenta
la fase di maggiore generazione di energia (circa l'80-85% del totale) di tutto
il ciclo del passo, che termina nell'istante in cui la punta del medesimo piede
lascia il suolo.
In Figura 1.25-b), in basso, si osserva in modo analogo l'andamento della
potenza in corrispondenza dell'articolazione del ginocchio durante le fasi di es-
tensione e ﬂessione. Dal momento del contatto del tallone ﬁno al 15% del ciclo
del passo, il ginocchio si ﬂette sotto l'azione degli estensori e questo risulta in
una fase iniziale, indicata con la sigla K1, di assorbimento di energia. Nella
fase successiva, tra il 15% ed il 40% del ciclo del passo, il ginocchio si estende
parzialmente sotto il controllo dei quadricipiti. Questa contrazione concentrica
produce il picco di generazione di energia denotato con la sigla K2. Successiva-
mente il ginocchio comincia a ﬂettersi e continua a farlo ﬁno ad arrivare circa al
70% dell'intero ciclo del passo. Si attiva in questo momento un debole momento
estensore, che ha due funzioni ben precise correlate con l'assorbimento K3. In-
fatti prima del distacco della punta del piede, il quadricipite assorbe energia ed
evita il collasso dell'articolazione del ginocchio. Poi, a distacco avvenuto, sempre
il quadricipite continua ad assorbire energia decelerando l'arto per prepararlo
all'estensione durante l'oscillazione. A questo punto è importante notare che
non viene più fornita energia all'arto, e che quest'ultimo riesce a compiere la
fase di oscillazione agendo come un pendolo inverso (ovvero per conversione
dell'energia potenziale in cinetica), e sfruttando il momento dell'anca. Inﬁne
nell'ultima fase dell'oscillazione i ﬂessori del ginocchio si attivano e bruciano la
maggior parte dell'energia della gamba (picco di assorbimentoK4) prima che
essa raggiunga il suolo.
Tutti questi fenomeni dissipativi osservati saranno molto importanti per le
scelte che verranno fatte quando si dovrà formulare un modello realistico del
comportamento degli arti inferiori. Tuttavia la trattazione proseguirà in modo
graduale prendendo il considerazione modelli progressivamente più complessi,
cominciando da quello storicamente più importante e ﬁsicamente più semplice:
il modello a pendolo inverso.
1.9 Appendice A: Richiami di Anatomia degli ar-
ti inferiori.
 Tibiotarsica: articolazione a troclea fra la tibia, la ﬁbula e l'astragalo che
consente soltanto movimenti di ﬂessione e di estensione del piede (vedi
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Figura 1.26: a) Articolazione Tibiotarsica. -c) Flessione dorsale della Caviglia.
-c) Flessione Plantare della Caviglia.
Figura 1.26-a)).
 Flessione della Caviglia (Flessione dorsale o Dorso-ﬂessione) : movimento
che ravvicina il dorso del piede alla faccia anteriore della gamba. L'ampiez-
za del movimento è 20°-30° (vedi Figura 1.26-b)).
 Estenzione della Caviglia (Flessione plantare) : movimento che allontana
il dorso del piede dalla faccia anteriore della gamba, mentre il piede tende
a disporsi nel prolungamento della gamba. La ampiezza del movimento è
di 30°-50° (vedi Figura 1.26-c)).
 Muscoli ischiocrurali: gruppo di muscoli (bicipite femorale, muscolo semi-
tendinoso, e muscolo semimembranoso) che fanno parte della parte poste-
riore della coscia, e che adempiono all'azione comune di ﬂettere la gamba
sulla coscia ed estendere la coscia sull'anca (vedi Figura 1.27-b)).
 Vasti: parti del muscolo quadricipite femorale, che con la sua azione
estende la gamba sulla coscia e ﬂette la coscia sul bacino (vedi Figura
1.27-a)).
 Muscolo Gracile: muscolo adduttore della coscia. È un muscolo biartico-
lare, che agisce cioè su due articolazioni, l'unico tra i muscoli adduttori ad
avere tale particolarità (vedi Figura 1.27-a)).
 Il Muscolo Sartorio è un lungo muscolo nastriforme situato nella parte
anteriore della coscia, ed è di fatto il muscolo più lungo del corpo umano.
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Figura 1.27: Muscoli della Coscia: a) gruppo anteriore, b) gruppo posteriore.
Agisce sia a livello del ginocchio, consentendo la rotazione interna della
tibia e la ﬂessione della gamba, sia a livello dell'anca, permettendo la
ﬂessione della coscia sul bacino e la rotazione esterna (vedi Figura 1.27-a)).
 Soleo: ha origine sulla testa della ﬁbula, e si inserisce come tendine cal-
caneare (tendine d'Achille). Con la sua azione ﬂette plantarmente l'arti-
colazione della caviglia (vedi Figura 1.28-a)).
 Gastrocnemio: I due capi si uniscono fra loro e si inseriscono alla tuberosità
calcaneare con il tendine del muscolo soleo. Con la sua azione ﬂette
plantarmente l'articolazione della caviglia e collabora alla ﬂessione del
ginocchio (vedi Figura 1.28-a)).
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Figura 1.28: a) Muscoli della gamba: i muscoli dorsali posteriori -b) Muscoli
dell'anca: i muscoli dorsali del grippo anteriore.
Capitolo 2
Il Modello a Pendolo Inverso
e la Ruota a Raggi.
2.1 Sommario.
Lo studio della dinamica e della cinematica dell'andatura umana ha cominci-
ato ad essere considerato oggetto di particolare attenzione sopratutto in re-
lazione alla necessità di ripristinare buone capacità di locomozione in soggetti
che ne sono stati privati a causa, ad esempio, di gravi lesioni neuromuscolari,
di amputazioni o del naturale processo di invecchiamento. L'ingegnerizzazione
dei sostegni alla deambulazione, che permette di realizzare protesi sempre più
eﬃcienti, beneﬁcia ed al contempo spinge al raggiungimento di risultati sem-
pre più determinanti nello studio e nella modellizzazione del cammino bipede.
Una maggiore conoscenza della meccanica della locomozione umana potrebbe
in questo senso produrre numerosi risultati in altrettanti campi di applicazione,
tra i quali quello della scienza medica e dell'assistenza ad anziani e malati, che
rappresenta comunque la principale urgenza. A tale scopo sono stati introdot-
ti in letteratura numerosi modelli di sistemi dinamici che fossero in grado di
riprodurre quanto più fedelmente possibile le principali caratteristiche della cin-
ematica e della dinamica della deambulazione. Le principali diﬃcoltà che si
incontrano nello studio di tali sistemi sono la dinamica non lineare, la necessità
di dimostrare l'esistenza di una regione di stabilità, i gradi di libertà, e l'im-
possibilità di ottenere una cinematica continua dal momento che l'alternanza
degli arti in appoggio determina necessariamente punti di discontinuità nella
traiettoria. Queste criticità nello studio e nell'introduzione di nuovi modelli
teorici fanno si che i principali obiettivi perseguibili in questo campo, non siano
rappresentati tanto dall'accuratezza con cui vengono riprodotti spostamenti e
velocità umane, quanto piuttosto da:
 Stabilità dinamica: il sistema deve poter avanzare senza cadere, aggan-
ciando, dove possibile un ciclo limite.
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Figura 2.1: a) Copia 3D di Garcia del camminatore con ginocchio di McGeer.
b) Camminatore passivo con ginocchia ed arti superiori introdotto da Collins.
 Eﬃcienza energetica: il sistema deve garantire una progressione in avanti
del centro di massa, e del carico ad esso associato, riducendo quanto più
possibile i costi energetici legati al moto.
 Naturalezza: il sistema deve produrre risultati confrontabili con la dinam-
ica della camminata umana.
Nel prosieguo di questa trattazione verranno presi in considerazione alcuni tra
i principali modelli di camminatori passivi che sono stati proposti in letteratu-
ra, che siano in grado di garantire le caratteristiche precedentemente elencate
mantenendo una sostanziale semplicità meccanica.
2.2 Camminatori Passivi.
La prima ipotesi sulla possibilità di spiegare il moto degli arti inferiori in termini
di oscillazioni confrontabili con quelle di un pendolo sospeso in corrispondenza
dell'anca, fu formulata da W.Weber ed E.Weber nel 1836 [28]. In seguito anche
S. Mochon e T. A. McMahon [29] giunsero alla medesima conclusione compara-
ndo il moto oscillatorio della gamba umana con il comportamento di un pendolo
doppio. Alcuni dei sistemi in Figura 2.1 provano l'applicabilità di queste teorie,
dimostrando come certe caratteristiche peculiari del cammino bipede possano
essere riprodotte almeno in parte utilizzando meccanismi non attuati. Nel 1989
McGeer è riuscito a dimostrare che un dispositivo (vedi Figura 2.1-a)) com-
pletamente privo di attuatori e quindi del tutto privo di controllo da parte di
utenti esterni, risulta capace di compiere un moto stabile cadendo da un piano
inclinato con una pendenza dolce [31].
Prima di approfondire lo studio del modello di camminatore a compasso
introdotto da McGeer risulta particolarmente utile prendere in considerazione
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Figura 2.2: Rappresentazioni schematiche di una ruota a raggi con (a) e sen-
za (b) cerchione esterno, l'elemento principale della ruota a raggi c)) , un
camminatore passivo con (d) e senza (e) ginocchio [39].
il lavoro presentato da M.J. Coleman [33], che precede se non da un punto
di vista temporale quanto piuttosto in senso logico tutti i successivi modelli di
camminatori passivi. Il dispositivo preso in esame da Coleman, prende in esame
il moto 2D di una ruota a raggi privata del cerchione esterno posta su un piano
inclinato di pendenza arbitraria (vedo Figura 2.2-c) ).
Nel prosieguo di questa trattazione si procederà quindi aﬀrontando la de-
scrizione del sistema e l'analisi della stabilità del modello presentato da Coleman,
così come lo stesso autore l'ha introdotta nei suoi lavori [34, 33]. Successiva-
mente verranno mostrate alcune conclusioni tratte su tale modello, una volta
implementato in ambiente MatLab.
2.3 Ruota a raggi privata del cerchione esterno.
In questa fase è stato studiato e implementato in ambiente MatLab il modello di
una ruota a 6 raggi privata del cerchione esterno in moto su un piano inclinato
(vedi Figura 2.3), così come è stato introdotto da M. J. Coleman e A. Ruina nel
2002 [34].
L'intero sistema, così come molti altri che saranno introdotti in seguito, è
deﬁnito in sole due dimensioni, e non si è per il momento interessati ad eventuali
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Figura 2.3: Modello di ruota a raggi proposto da M. J.Coleman ed A. Ruina
[34].
spostamenti nella terza direzione spaziale. Di seguito si riporta la notazione con
cui si andranno ad indicare i parametri e le grandezze fondamentali del modello:
 m massa totale del sistema, concentrata nel centro geometrico C.
 IC momento d'inerzia totale rispetto all'asse passante per C.
 n numero di raggi della ruota.
 β = 2pin angolo compreso tra due raggi consecutivi.
 θ direzione della ruota.
 l lunghezza di ogni raggio.
 α pendenza del piano inclinato.
Per lo studio dell'esistenza di eventuali cicli limite per il rotolamento in salita
ed in discesa sul piano inclinato, si assumono le seguenti ipotesi fondamentali
sul sistema appena illustrato:
1. La ruota si muove per rotolamento puro senza possibilità alcuna di
scivolamento lungo il piano inclinato.
2. La massa m è concentrata nel centro di massa e considerata, almeno per
il momento, non puntiforme. Le aste di lunghezza l che compongono i raggi
sono invece assunte di massa trascurabile.
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3. Si ignora ogni forma di attrito o di resistenza dell'aria. Durante il moto
l'unica possibilità di perdita di energia è rappresentata dall'urto tra il raggio
successivo della ruota con il piano.
4. Il moto nell'intervallo di tempo compreso tra due urti successivi è descriv-
ibile come quello di un pendolo inverso incernierato al piano.
5. Si assume che nell'istante in cui urta con il piano, il raggio venga vin-
colato ad esso, e resti libero solo di ruotare. Nello stesso istante il raggio,
precedentemente vincolato, viene liberato.
Si è quindi studiato il moto di caduta della struttura al variare della veloc-
ità angolare iniziale e di alcuni altri parametri del problema, come ad esempio
la massa , la lunghezza e la pendenza del piano. Se si limita per il momen-
to l'attenzione al moto della ruota in discesa, è già possibile immaginare che
quando essa sarà appoggiata su un unico raggio (fase di singolo appoggio), la
traiettoria del suo centro di massa sarà rappresentata da una oscillazione rispet-
to al punto di contatto tra il piano ed raggio medesimo. Ogni fase di singolo
appoggio si concluderà con l'urto del raggio successivo contro il piano inclina-
to, che verrà incernierato al suolo liberando il raggio precedente e dando inizio
ad una nuova fase di singolo appoggio. Si è quindi interessati in particolare a
capire quali siano le condizioni nelle quali la caduta ha termine, quelle in cui la
velocità angolare cresce senza limite, e quelle in cui la velocità angolare resta
costante poiché l'energia guadagnata dal sistema per abbassamento del centro
di massa corrisponde esattamente a quella persa durante l'urto. Limitatamente
al rotolamento in discesa sono perciò distinguibili i seguenti possibili scenari:
 CICLO LIMITE : moto periodico per cui la ruota continua la sua disce-
sa con un bilanciamento medio dell'energia, dal momento che l'energia
cinetica dissipata durante l'urto Elost risulta esattamente uguale a quel-
la guadagnata Egain per abbassamento del centro di massa durante la
discesa. Si ha quindi un rotolamento a velocità costante.
Elost = Egain
 STOP tra 2 raggi: quando l'energia Elost persa per collisione supera quella
guadagnata Egain, la ruota alla ﬁne del suo moto, si fermerà in equilibrio
stabile, poggiando contemporaneamente su due raggi consecutivi.
 ROTOLAMENTO a velocità CRESCENTE: nel caso, contrario al prece-
dente, in cui l'energia cinetica guadagnata per abbassamento del centro di
massa sia superiore a quelle persa negli urti, Elost < Egain.
 STOP sulla verticale: per particolari scelte di piccole pendenze del piano
inclinato e particolari valori della velocità angolare dopo la collisione, è
possibile che la ruota raggiunga una posizione di equilibrio instabile con
il raggio in appoggio parallelo all'asse verticale delle ascisse.
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2.4 Equazioni del moto.
Prima di cominciare a descrivere il sistema in termini delle sue equazioni del
moto, risulta a questo punto necessario deﬁnire in modo chiaro ed univoco, le
altre variabili del moto che saranno prese in considerazione (vedi Figura 2.4):
 θk= angolo tra il raggio k-esimo e la normale al piano inclinato; si assume
il segno positivo in sento antiorario (θk = 0 quando il raggio in appoggio
è parallelo alla retta perpendicolare al piano).

iθ+k = angolo rispetto al raggio k-esimo immediatamente dopo (+) la col-
lisione i-esima.

iθ−k = angolo rispetto al raggio k-esimo immediatamente prima (-) della
collisione i-esima.
 i= indice delle collisioni.
 j(i)= indice del raggio che tocca il suolo subito dopo la collisione i.
In questo modo, posto j(i) = i, si avrà che il raggio dopo la collisione successiva
j(i + 1) sarà proprio il raggio seguente, ovvero j(i + 1) = j(i) + 1, in caso di
rotolamento in discesa. Mentre in caso di rotolamento in salita il raggio dopo
la collisione i+ 1 sarà quello precedente a j(i), ovvero j(i+ 1) = j(i)− 1.
Adesso che tutti i parametri e le variabili del sistema sono stati deﬁniti,
è possibile procedere ad analizzare il moto della ruota. In questo senso, si
procederà nel modo seguente, ovvero si studierà prima la cinematica del centro di
massa nella generica fase di singolo appoggio, per poi analizzare successivamente
l'urto anelastico del raggio con il suolo e ottenere le condizioni di transizione
alla consecutiva fase di singolo appoggio. Le equazioni del moto del centro di
massa, negli istanti compresi tra due collisioni successive, sono le medesime che
si potrebbero scrivere per un pendolo inverso con il fulcro vincolato su un piano
inclinato.
Tenendo conto che il polo A, in cui è incernierato il raggio in appoggio,
risulta fermo allora la seconda equazione cardinale della dinamica può essere





Dove si indica con ~M il momento totale delle forze esterne, con ~L il momento
angolare totale rispetto al polo posto nel punto A, e t con il tempo. Con rifer-
imento alla Figura 2.5 risultano soddisfatte le seguenti relazioni per il calcolo
delle grandezze ~M ed ~L:




Sostituendo tali risultati (eq. 2.2) nell'equazione (eq. 2.1), si ottiene la
seguente espressione:
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Figura 2.4: Illustrazione schematica: a) stato della ruota in fase di singolo
appoggio subito dopo la collisione del raggio j(i)-esimo con il punto A del piano.
b) stato della ruota subito prima della collisione (i+1)-esima del raggio j(i+1)-
esimo nel punto B. c) stato del sistema durante la collisione del raggio j(i+1) al
punto B. d) stato della ruota subito dopo la collisione del raggio j(i+1) nel punto
B. I versori n e t indicano rispettivamente la direzione normale e tangenziale al
piano inclinato [34].
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Figura 2.5: Illustrazione dello stato del sistema nella fase di singolo appoggio,













= sin(θ(t) + α) (2.4)







; e ∂t2 → ∂τ2mgl
Icml2
(2.5)




θ¨ − sin(θ + α) = 0 (2.6)
L'equazione (eq. 2.6) esprime proprio il moto tra due collisioni successive
come quello di un oscillatore non smorzato e rovesciato. Si passi adesso a
considerare l'urto di un raggio sul piano alla ﬁne di ogni fase di singolo appoggio.
A tale proposito è necessario notare ( vedi Figura 2.4-b) e 2.4-d) ) che ad
ogni collisione il supporto viene trasferito dal raggio j(i)-esimo al raggio j(i+1)-
esimo, e che corrispondentemente l'angolo rispetto alla normale al piano passa
dal valore +i+1θ−j(i) prima della collisione (i+1)-esima, al valore −i+1θ+j(i+1),
dopo la collisione (i+1)-esima.
Alleggerendo la notazione in modo da poter trascurare gli indici relativi alla
collisione ed al raggio in appoggio, è possibile riscrivere la stessa discontinuità
nei valori dell'angolo , in maniera più semplice:
θ− → −θ+ (2.7)
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Figura 2.6: Stato della ruota subito prima dell'urto in B [34].
Considerando poi l'istante esattamente prima (-) della collisione, e quello
immediatamente successivo (+), è possibile concludere con ragionevole accu-
ratezza che l'angolo rispetto alla normale corrisponde alla metà dell'angolo al
centro tra due raggi consecutivi.
Per derivare le condizioni di transizione relativamente alla perdita di energia
cinetica, e quindi alla riduzione di velocità angolare del centro di massa, si
applica la legge di conservazione del momento angolare rispetto al polo B ( vedi
Figura 2.4-b) e 2.4-d) ) tra l'istante subito prima e quello subito dopo l'urto.
Si prosegue dunque al calcolo dei valori del momento angolare nei due istanti
suddetti, in modo da avere come uniche variabili incognite le velocità del centro
di massa ~vC prima (vedi Figura 2.6) e dopo (vedi Figura 2.7) l'urto:




= H−C + rCB ×mv−C
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Figura 2.7: Stato della ruota subito dopo l'urto in B [34].




= H+C + rCB ×mv+C
= IC ˙θ+ +ml2 ˙θ+ (2.9)
Imponendo quindi la condizione di conservazione del momento angolare si




IC ˙θ− + l2(m ˙θ− cos(
2pi
n
)) = IC ˙θ+ +ml2 ˙θ+
˙θ−(IC + l2m cos(
2pi
n
)) = ˙θ+(IC +ml2) (2.10)
˙θ+ = ˙θ−
(IC + l2m cos( 2pin ))
(IC +ml2)
(2.11)
Si deﬁnisce poi il coeﬃciente µ = (IC+l
2m cos( 2pin ))
(IC+ml2)
, in modo che la relazione
tra le velocità possa essere scritta più brevemente nel modo seguente:
˙θ+ = µ ˙θ− (2.12)
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Si osservi subito che tale coeﬃciente fornisce una stima quantitativa della
perdita di energia cinetica che si ha a causa dell'urto, e che per come è deﬁnito
necessariamente si dovrà avere che 0 < µ ≤ 1. Si noti infatti che all'aumentare
del numero di raggi n, il termine cos( 2pin ) nell'equazione (eq. 2.11) aumenta
progressivamente, e contemporaneamente il coeﬃciente tende al valore unitario.
Come era prevedibile all'aumentare del numero di raggi, si riducono le perdite di
energia dovute all'urto. Nel caso limite in cui µ =∞ , che corrisponderebbe alla
situazione in cui la ruota sarebbe indistinguibile da un disco circolare con mas-
sa concentrata solo nel centro geometrico, non si avrebbero perdite di energia
alcune legate agli urti al suolo, così come difatti si osserva facendo rotolare un
disco da un piano inclinato. Si osservi inoltre che nel caso in cui la massa al cen-
tro della ruota fosse puntiforme allora si avrebbe IC = 0, ovvero dall'equazione
(eq. 2.11) risulterebbe:




2.5 Traiettoria nello spazio delle fasi.
Nello spazio delle fasi la traiettoria del centro di massa della ruota a raggi,
è rappresentata rispetto alle coordinate (θ,θ˙). Durante ogni fase di singolo
appoggio la ruota compie, attorno al punto di contatto del raggio con il piano,
un'oscillazione di ampiezza pari a 2pin rad, venendosi a trovare alla ﬁne sempre
nella stessa orientazione ﬁsica ma traslata sul piano inclinato. A questo punto
della trattazione è utile introdurre il seguente cambio di variabili:
Z(θ˙) = θ˙2sgn(θ˙) (2.14)
La grandezza Z, così deﬁnita, fornisce quindi una misura della velocità angolare
del centro di massa, mentre il suo modulo ‖Z‖ è facilmente correlabile ad una
stima approssimativa dell'energia cinetica. Si noti a questo proposito che nella
deﬁnizione (eq. 2.14) di Z, è stato introdotto anche il segno di θ˙, in modo da
rendere la trasformazione biunivoca. Altrimenti allo stesso valore di Z avrebbero
potuto corrispondere indiﬀerentemente sia +θ, che −θ. Per quanto appena
detto, l'evoluzione delle traiettorie nello spazio delle fasi per la ruota a raggi
può essere studiata in un sottospazio U così deﬁnito:
U =
{




I limiti del sottospazio sono quindi i punti appartenenti all'insieme:
∂U =
{




Si riscrivono quindi le equazioni (eq. 2.7e 2.12), derivate nel paragrafo
precedente, in funzione del nuovo cambio di variabili:
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{
θ− → −θ+









(θ, Z)→ (−θ, µ2Z) con ‖θ‖ = pi
n
(2.17)
Allo stesso modo è possibile riscrivere anche l'equazione (eq. 2.6) del moto
in fase di singolo appoggio in funzione delle nuove coordinate:
θ¨ − sin(θ + α) = 0 → Z˙ = 2
√
‖Z‖ sin(θ + α) (2.18)
Riassumendo, il moto del sistema è quindi descrivibile attraverso le equazioni
(eq. 2.14 ed eq. 2.18) durante la fase di singolo appoggio, ed attraverso le
condizioni di transizione (eq. 2.17) nel momento del contatto a terra del raggio
successivo a quello in appoggio.{
Z(θ˙) = θ˙2sgn(θ˙)
Z˙ = 2
√‖Z‖ sin(θ + α) per ‖θ‖ < pin (2.19)
(θ, Z)→ (−θ, µ2Z) per ‖θ‖ = pi
n
(2.20)
L'evoluzione del sistema risulta quindi una sequenza di segmenti di traiettoria
dove la ﬁne dell'uno è connessa con il punto d'inizio del successivo, tenendo
conto delle regole di transizione (vedi Figura 2.8).
Nel prosieguo della trattazione, per brevità, si farà spesso riferimento alla
grandezza Z, come valore della velocità angolare del centro di massa della ruota,
tenendo ben presente però che tale corrispondenza tra θ˙ e Z non sia esatta in
virtù proprio della deﬁnizione di θ (eq. 2.14). Osservando quindi l'andamento
nello spazio delle fasi si possono distinguere le seguenti caratteristiche:
 la natura delle traiettorie nello spazio (θ, Z) varia al variare della pendenza
del piano inclinato, del numero di raggi della ruota n, e del coeﬃciente µ.
 tutti i moti terminano sui limiti ∂U del sottospazio U , eccetto quelli che
cominciano con velocità angolari critiche:
dnZ = 2(1− cos(α− pi
n




upZ = −2(1− cos(α+ pi
n




Infatti per i valori critici della velocità iniziale immediatamente dopo la
collisione, dnZ e upZ, la ruota raggiunge la posizione di equilibrio instabile sulla
verticale, (θ, Z) = (−α, 0), rispettivamente nel caso si stia muovendo in salita
o in discesa sul piano inclinato. La derivazione delle equazioni (eq. 2.21 e
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Figura 2.8: Spazio delle fasi nelle coordinate (θ, Z) del sistema. Vengono
qui rappresentate due traiettorie γ1(t) e γ2(t) per diverse condizioni iniziali
di evoluzione del sistema. In grigio viene rappresentato il sottoinsieme U , i cui
limiti ∂U sono invece rappresentati dalle linee verticali in nero [34].
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2.22) è conseguenza del principio di conservazione dell'energia, e verrà mostrata
dettagliatamente alla ﬁne di questo paragrafo.
Facendo riferimento alla Figura 2.8, è possibile distinguere l'evoluzione di
due diverse traiettorie γ1(t) e γ2(t) nello spazio (θ, Z), calcolate entrambe sec-
ondo la medesima scelta dei parametri, µ = 23 , n = 6 , n =
pi
15 , ma utilizzando
diﬀerenti condizioni iniziali. Per la traiettoria γ1(t), sono infatti state utilizzate
le condizioni iniziali γ1(t0) = q0 = (−0.5236, 0.135), ed i successivi punti di
intersezione con i limiti ∂U del dominio U vengono indicati con la notazione
qi, con i = 1, 2, 3, ... . A partire dal punto q = (−0.5236, 0.135) viene integrata
l'equazione (eq. 2.18) relativa alla fase di singolo appoggio, e la corrispondente
traiettoria risulta disegnata con una linea continua in nero nella Figura 2.8, ﬁno
al punto di contatto del successivo raggio con il piano indicato dal punto q1sul
dominio ∂U . In questo istante vengono applicate le condizioni di transizione
(eq. 2.17) che riportano il sistema nel punto in cui ricomincia l'integrazione
della seguente fase di singolo appoggio. Si noti che in Figura 2.8 la transizione
tra due fasi successive di singolo appoggio è rappresentata attraverso una linea
tratteggiata che ricongiunge i punti ai limiti opposti di U , in modo da ricostruire
una traiettoria continua. Questa convenzione è mantenuta anche per la rappre-
sentazione della curva γ2(t), le cui condizioni iniziali sono invece state scelta in
modo diﬀerente γ2(t0) = qˆ0 = (−0.5236, 0.0726), ed i cui punti di intersezione
con i limiti ∂U sono invece indicati con la notazione qˆi, con i = 1, 2, 3, ... .
Nell'immagine in Figura 2.8, si distinguono poi due linee punteggiate, che
rappresentano le traiettorie che compierebbe il centro di massa nel caso in cui la
velocità angolare, nell'istante iniziale della fase di singolo appoggio, fosse esat-
tamente pari ad uno dei valori critici upZ e dnZ (che risultano rispettivamente
dnZ = 0.09789 rad/s e upZ = −0.51371 rad/s avendo scelto i parametri µ = 23 ,
n = 6, n = pi15 ,). Se la ruota comincia il suo moto con una di queste con-
dizioni iniziali,
(−pin ,dn Z) o (−pin ,up Z), allora potrà raggiungere la posizione di
equilibrio instabile (−α, 0), indicata con una linea bianca in Figura 2.8, in un
tempo inﬁnito, oppure potrà lasciare la posizione verticale e procedere ﬁno alla
successiva collisione di un raggio con il suolo.
Risulta inoltre di particolare interesse valutare anche gli andamenti di θ e Z
in funzione del tempo τ , così come deﬁnito precedentemente (eq. 2.5). In Figura
2.9 sono riportate le curve di θ(τ) e Z(τ) corrispondenti alla traiettoria γ1(t).
Nell'intervallo di tempo considerato la ruota riesce a compiere due collisioni con
il piano inclinato, e tali eventi di urto sono rappresentati nelle due curve proprio
dai punti di discontinuità. Come si può osservare (vedi Figura 2.9-a) ) i valori
di θ(τ) sono limitati superiormente da θ = pin , ed inferiormente da θ = −pin , ed
il valore dell'angolo viene aggiornato ad ogni collisione in pieno accordo con le
regole di transizione (eq. 2.17).
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Figura 2.9: Andamenti delle curve θ(τ) (a) e Z(τ) (b), relativamente ai valori
riscontrati per la traiettoria γ1(t) [34].
2.6 Calcolo dei valori delle velocità critiche upZ e
dnZ .
In questo breve paragrafo verranno ricavati i valori delle velocità critiche upZ
ednZ, applicando il principio di conservazione dell'energia totale. Durante la fase
compresa tra due urti successivi con il suolo, dal momento che non vengono presi
in considerazione fenomeni di attrito o resistenza dell'aria, è infatti possibile
conservare l'energia totale del sistema.
Si consideri quindi il moto della ruota in caduta dal piano inclinato, al ﬁne
di ricavare il valore di dnZ. Il calcolo di upZ risulterà poi del tutto analogo nel
caso invece si dovesse considerare il moto della ruota in salita sul piano.
Si procede quindi conservando l'energia totale tra l'istante immediatamente
successivo alla collisione sul piano di un raggio, e l'istante in cui la ruota ver-
rà a trovarsi con velocità angolare nulla esattamente allineata con la verticale





























)2 = 1− cos(α− pi
n
) (2.24)
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Figura 2.10: Conservazione dell'energia tra l'istante subito successivo alla col-
lisione sul piano di un raggio e l'istante in cui la ruota si allinea con la verti-
cale (in questo secondo caso si rappresenta, in rosso, solo il raggio in appoggio
tralasciando gli altri)
Si introduce a questo punto il medesimo cambio di variabili utilizzato preceden-



























)2 = 1− cos(α− pi
n
)
θ¨2 = 2(1− cos(α− pi
n
)) (2.25)
Da cui in termini di Z, risulta esattamente l'espressione riportata precedente-
mente (eq. 2.21) per il valore di dnZ:
dnZ = 2(1− cos(α− pi
n
))
In modo del tutto analogo, conservando l'energia totale tra l'istante subito
successivo all'urto di un raggio con il piano e l'istante in cui la ruota si ferma
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Figura 2.11: Esempio di una sezione di Poincaré (in blu) che intercetta le orbite
in uno spazio delle fasi.
in posizione verticale durante la fase di salita lungo il piano inclinato, si otterrà
il valore critico upZ cosi come deﬁnito nell' eq. 2.22.
2.7 La Mappa di Poincarè.
La Mappa di Primo Ritorno o Mappa di Poincaré, così chiamata in onore del
matematico e ﬁsico teorico Henri Poincaré, è un importante strumento che per-
mette di analizzare il comportamento dinamico di un sistema. La Mappa di
Poincaré è deﬁnità per l'appunto, nell'ambito dello studio dei sistemi dinamici,
come l'intersezione di un'orbita periodica nello spazio delle fasi con un partico-
lare sottospazio di minor dimensione, chiamato Sezione di Poincaré, trasversale
al ﬂusso del sistema (vedi Figura 2.11). I punti di cui si compone tale Mappa
sono quindi tutti i punti di intersezione fra le traiettorie generate dal sistema
e un'opportuna ipersuperﬁcie
∑
, che prende appunto il nome di Sezione di
Poincaré. In tal senso si comprende quindi la necessità della trasversalità del-
la sezione di Poincaré, rispetto alle traiettorie. Infatti questa caratteristica è
importante aﬃnchè le orbite periodiche, che si originano nel sottospazio
∑
, lo
attraversano invece di scorrere parallele a questo. Al ﬁne di tracciare tale Map-
pa è dunque necessario considerare un'orbita periodica con origine sulla sezione
di Poincaré, ed osservare il punto nel quale tale orbita interseca nuovamente la
sezione
∑
. Quest'ultimo punto sarà il primo ad essere tracciato sulla Mappa di
Poincaré, e sarà il punto di origine di una nuova orbita nello spazio delle fasi,
che intercetterà nuovamente la sezione trasversale
∑
in un punto che sarà il
secondo ad essere tracciato sulla Mappa.
Posto quindi che N sia la dimensione dello spazio delle fasi del sistema con-
tinuo originario, allora la sezione
∑
, trasversale al ﬂusso deﬁnito da x˙ = f(x),
avrà dimensione N-1. Se poi si indica con xK la K-esima intersezione delle
traiettorie con il sottospazio
∑
, allora è possibile deﬁnire la Mappa di Poincaré
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come una legge di trasformazione P che porta da un punto di intersezione al
successivo:
xK+1 = P (xK) (2.26)
Dove l'applicazione rappresenta la successione di intersezioni consecutive del
ﬂusso con la superﬁcie
∑
. Si comprende quindi che se si ha a che fare con
un'orbita periodica nello spazio delle fasi, essa intercetterà la sezione
∑
sempre
nello stesso punto, che sarà detto punto ﬁsso, in quanto torna sempre in se stesso
se gli viene applicata la trasformazione P . Per deﬁnizione si ha quindi che se
x∗è un punto ﬁsso della Mappa di Poincaré allora:
P (x∗) = x∗ (2.27)
Questo signiﬁca che la traiettoria del sistema è una curva chiusa nello spazio
delle fasi. Si può quindi concludere che l'introduzione della Mappa di Poincaré
riduce il problema dell'esistenza di una curva chiusa nelle spazio delle fasi per un
sistema dinamico, all'esistenza di un punto ﬁsso per una mappa di dimensione
inferiore. Il risultato dell'adozione di questo strumento matematico è quindi
quello di ridurre la dimensione del problema e di passare da un sistema con-
tinuo nel tempo ad uno discreto, mantenendo però la capacità di ricavarne le
proprietà dinamiche essenziali. Quindi, dal momento che preserva molte propri-
età delle orbite periodiche e quasi periodiche del sistema originario, presentando
tuttavia uno spazio delle fasi di dimensione ridotta, la sezione di Poincaré è spes-
so utilizzata per analizzare il sistema originale. Nella pratica però questo non è
sempre possibile dato che non esiste un metodo generale per la costruzione della
mappa di Poincaré. Nel prosieguo di questa trattazione verrà quindi illustrato
come sia possibile costruire tale mappa per il problema della ruota a raggi senza
cerchione, e quali conclusioni possono essere tratte dalla suo studio.
2.8 La Mappa di Poincarè per la Ruota a Raggi.
Come prima cosa nella sua trattazione Coleman [34] introduce la sezione di





θ = −pin , Z ≥ 0, e Z 6=dn Z
θ = pin , Z < 0, e Z 6=up Z
(2.28)
Si osservi quindi che la scelta della sezione corrisponde all'evento di collisione
con il suolo della gamba, successiva a quella già in appoggio, della ruota. In
particolare si considerano entrambe le possibilità di urto, sia nella fase di discesa
lungo il piano inclinato, in cui il centro di massa, in base a come è stata deﬁnita
la convenzione sugli assi, avrà velocità angolare positiva; sia nella fase di salita
sul piano inclinato in cui la ruota si muoverà con velocità angolare negativa.
Si noti inoltre che sono stati esclusi i valori critici dnZ e upZ, poiché nel
caso in cui la ruota acquisti tali valori di velocità emergendo da una collisione, il
CAPITOLO 2. IL MODELLO A PENDOLO INVERSO E LA RUOTAARAGGI.62
sistema non andrà incontro a successive collisioni ma raggiungerà l'equilibrio in
posizione verticale. Adottare questa scelta per la sezione signiﬁca che l'origine
della traiettoria viene presa nel punto in cui la ruota emerge dall'urto con il
piano, e termina con la collisione successiva. Lo studio della corrispondente
mappa di Poincarè confermerà poi se esistono valori di Z, in θ = −pin o θ = +pin ,
per i quali la ruota tornerà sempre nel medesimo stato ﬁsico dopo ogni collisione.






indotta dalle soluzioni dell'equazione del moto nella fase di singolo appoggio




, allora il sistema di equazioni per il singolo appoggio (eq. 2.19) può
essere riscritto nella seguente forma più compatta:
q˙ = g(q) (2.30)
dove g : U → U rappresenta un campo vettoriale opportunamente deﬁnito.
Allo stesso modo è possibile riscrivere le regole di transizione (eq. 2.15) in
termini di una funzione h : ∂U → ∂U deﬁnita tra i limiti del dominio U . La
trasformazione P associata alla Mappa di Poincaré può quindi essere scritta
proprio come composizione di g ed h, ed assume pertanto la seguente forma:








Risulta quindi P = h ◦ g, dove g, descrive il moto del sistema tra due colli-
sioni successive, mentre h traduce le condizioni di raccordo tra l'istante imme-
diatamente prima e quello immediatamente dopo l'urto. Si osservino adesso le
traiettorie nello spazio delle fasi del sistema, e di visualizzi la sezione di Poincaré
scelta (linee verticali in bianco  vedi Figura 2.12 )
Le due orbite rappresentate in Figura 2.12 sono ottenute iterando l'algorit-
mo P = h ◦ g a partire da uno stato iniziale q del sistema che appartenesse
alla sezione
∑
. Le traiettorie si riferiscono a un sistema ruota-piano inclinato
individuato dalla seguente scelta di parametri iniziali µ = 23 , n = 6, α =
pi
15 , per
i quali si veriﬁca che i valori delle velocità critiche risultano dnZ = 0.09789rad/s
eupZ = −0.51371 rad/s. Le due orbite diﬀeriscono per il punto di origine in∑.
In un caso si è scelta come velocità iniziale 0Z+ una quantità positiva maggiore
della velocità critica dnZ, ovvero tale che 0Z+ > dnZ > 0. In questo modo si
ottiene una successione di punti indicati con la numerazione crescente 1, 2, 3, ...,
e si veriﬁca che la ruota compia un moto in discesa lungo il piano inclinato,
agganciando inﬁne un ciclo limite.
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Figura 2.12: Orbite nello spazio delle fasi del sistema. Le linee bianche verticali
indicano la sezione di Poincaré cosi come deﬁnita precedentemente [34].
Nel secondo caso è stato scelto come origine il punto (−pin ,0 Z+)
∑
, con
velocità iniziale 0Z+ tale che upZ <0 Z+ < dnZ. Poiché 0 < Z+ < dnZ la
ruota comincia una oscillazione in discesa lungo il piano inclinato, senza avere
tuttavia suﬃciente velocità per superare la verticale. Essa ﬁnesce quindi per
invertire direzione e tornare indietro urtando sul piano con la gamba precedente
a quella in appoggio. Successivamente la ruota oscillerà ancora diverse volte
cambiando direzione del moto per poi arrestarsi in equilibrio con due raggi
contemporaneamente in contatto con il suolo. In tal caso la successione dei
punti di intersezione con la sezione
∑
è indicata con la numerazione crescente
1′, 2′, 3′, ... .
Si noti poi che la Mappa potrebbe essere ridotta ulteriormente da due di-
mensioni ad una soltanto, dal momento che la sezione è scelta ad angolo ﬁssato
θ = ±pin . Inoltre bisogna osservare che per questo sistema la derivazione della
Mappa risulta particolarmente semplice. Si avrà infatti la possibilità di scri-
vere la legge di trasformazione P in una forma analitica esplicita, dal momento
che l'energia si conserva nelle fasi del moto comprese tra due urti successivi,
e dal momento che le regole di transizione sono semplici. Nel prosieguo della
trattazione si cercherà quindi di estrapolare una relazione analitica che leghi
il valore della velocità angolare dopo l'urto i-esimo, al suo valore dopo l'urto
successivo (i+1)-esimo. Per alleggerire la notazione, ci si riferirà direttamente
con il simbolo Z al valore della velocità angolare nell'istante immediatamente
successivo all'urto i-esimo, che precedentemente veniva invece indicato con iZ+.
La relazione analitica che si va cercando assumerà quindi una notazione più
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semplice:
i+1Z+ = P (iZ+), con iZ+
∑
−→ i+1Z = P (Z), con Z
∑
(2.33)
In virtù della dipendenza dall'angolo di inclinazione α del piano inclinato, che
è esplicita nelle equazioni del moto durante la fase di singolo appoggio (eq.2.19),
risulta particolarmente utile discutere come varia la mappa P al variare di α.
In particolare la mappa mostrerà una dipendenza da Z e da α che può essere
riassunta nel modo seguente:
 Caso1 : α ≤ pin . Ovvero se l'inclinazione del piano è minore all'angolo
compreso tra due raggi consecutivi della ruota, allora la mappa può essere
suddivisa nelle seguenti regioni di linearità a tratti:
(a) Z >dn Z oppure Z <up Z. In questo caso la ruota emerge dalla col-
lisione possedendo suﬃciente energia per oltrepassare la verticale sia
che si stia muovendo in salita che in discesa lungo il piano inclinato.
Per costruire il corrispondente tratto della mappa sarà necessario
combinare la legge di conservazione dell'energia totale durante la
fase di singolo appoggio con le regole di transizione nel momento
dell'urto.
(b) upZ < Z <dn Z. In questo caso al contrario la ruota emerge dal-
la collisione senza possedere suﬃciente energia per oltrepassare la
verticale sia che si stia muovendo in salita che in discesa lungo il
piano inclinato. Conseguentemente si assisterà ad un'oscillazione
in direzione opposta a quella iniziale del sistema che tornerà indi-
etro, compiendo un urto non sul raggio successivo ma sul raggio
precedente a quello in appoggio.
 Caso 2 : α > pin . Ovvero se l'inclinazione del piano è maggiore dell'angolo
compreso tra due raggi consecutivi della ruota, allora la mappa è sempre
lineare rispetto a Z . Infatti la pendenza del piano è talmente alta in questo
caso che il centro di massa della ruota si trova sempre oltre la verticale
in caso di rotolamento in discesa, mentre non riesce mai a superare tale
limite in caso di rotolamento in salita:
(a) Z ≥ 0: ovvero in caso di rotolamento in discesa la ruota guadagna
sempre più energia cinetica rispetto a quella persa per collisione.
Inoltre non si veriﬁca mai la possibilità che essa possa cambiare
direzione di moto.
(b) Z < 0: ovvero in caso di rotolamento in salita, la ruota subirà
perdite di energia importanti per collisione e se non possiederà ener-
gia suﬃciente a superare la verticale, cambierà direzione, oscillando
in discesa lungo il piano.
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Figura 2.13: Conﬁgurazione della ruota nell'istante (1) subito successivo ad
un generico urto n-esimo ed in quello (2) immediatamente precedente all'urto
(n+1)-esimo.
Già da una analisi superﬁciale della casistica appena introdotta è possibile fare
una primissima e fondamentale distinzione tra le possibili evoluzioni che il mo-
to della ruota può avere. Si può già infatti osservare che esiste un unico caso,
corrispondente ad una precisa regione dello spazio delle variabili (α,Z), in cui
la ruota si fermerà rimanendo in appoggio contemporaneamente su due raggi
consecutivi. Tale situazione corrisponde al Caso1_lettera(b) della precedente
classiﬁcazione. In tutti gli altri casi invece, la ruota potrà cadere a velocità
costante o crescente lungo il piano oppure salire su di esso per un certo tratto e
poi invertire la sua direzione di marcia. Questo secondo insieme di situazioni ap-
partiene invece al Caso1_lettera(a), e Caso2_lettere(a,b) della precedente clas-
siﬁcazione. Queste due situazioni corrispondono a regioni diverse della Mappa
di Poincarè del sistema, e questo rende necessaria una diversa derivazione della
trasformazione P .
Nel prosieguo della trattazione verrà quindi dapprima analizzata la situ-
azione corrispondente al Caso1_lettera(a), e Caso2_lettere(a,b) che risulta più
articolata, mentre successivamente si prenderà in considerazione la situazione
al Caso1_lettera(b). Come si è già avuto modo di anticipare, la funzione P
che descrive la mappa si trova imponendo la conservazione dell'energia totale
nella fase di singolo appoggio per poi imporre le regole di transizione al momen-
to della collisione con il piano. Si procede quindi imponendo la conservazione
dell'energia tra l'istante subito successivo ad un generico urto n-esimo e quello
immediatamente precedente all'urto (n+1)-esimo.
Osservando l'immagine (vedi Figura 2.15) è possibile dedurre facilmente che
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nell'intervallo di tempo compreso tra i due istanti considerati, e quindi durante
la fase di moto compresa tra le due collisioni, il centro di massa della ruota si
abbassa di una quantità pari a ∆z = 2l sin(α) sin(pin ).
Indicando poi con (KE)+n e (PE)
+
n rispettivamente l'energia cinetica e poten-
ziale subito dopo l' urto n-esimo, e con (KE)+n e (PE)
+
n rispettivamente l'energia
cinetica e potenziale subito prima dell'urto (n+1)-esimo, allora la conservazione
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A questo punto risulta particolarmente utile introdurre lo stesso cambio di































Ovvero sempliﬁcando ed introducendo una notazione più concisa:
( ˙θ+)2n + 4mgl sin(α) sin(
pi
n
) = ( ˙θ−)2n+1 (2.39)
Questa equazione mette quindi in relazione il valore della velocità angolare
subito dopo l'urto n-esimo ˙(θ+)2n, con quello della velocità angolare subito pri-
ma dell'urto (n+1)-esimo. A questo punto è suﬃciente imporre le condizioni di
transizione già viste precedentemente in merito alla derivazione delle equazioni
eq. 2.20 ed eq. 2.12.
˙(θ+)n = µ( ˙θ−)n+1 → (θ+)n+1 = µ( ˙θ−)n+1 (2.40)
Sostituendo quindi l'espressione a destra della freccia nell'eq. 2.40, al ter-
mine a destra dell'uguale nell'eq.2.39, si ottiene la seguente relazione che lega
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la velocità angolare subito dopo all'urto (n+1)-esimo al valore della velocità
angolare subito dopo all'urto precedente:
( ˙θ−)2n+1 = µ




Riscrivendo poi tale equazione in termini della grandezza Z:




L'eq. 2.42 esprime quindi la forma della mappa di Poincarè nei casi in cui si
abbia:
 pendenza del piano inclinato α ≤ pin e velocità angolare Z <up Z < 0
oppure Z >dn Z > 0;
 pendenza del piano inclinato α ≤ pin e velocità angolare qualsiasi −∞ <
Z < +∞.
Ci si occupi adesso invece della situazione descritta nel Caso1_lettera(b).
Come si è già avuto modo di spiegare in tale condizione la ruota non possiede
mai l'energia suﬃciente per superare la verticale né rotolando in salita né ro-
tolando in discesa. Questo implica che nella parte di moto compresa tra due
urti successivi il sistema invertirà sicuramente la sua direzione di avanzamento,
facendo collidere sul piano inclinato, non il raggio successivo a quello in ap-
poggio, ma il raggio precedente. Se si osserva il moto del centro di massa dal
punto di vista della conservazione dell'energia totale, esso, negli istanti succes-
sivi ad un arbitrario urto n-esimo, partendo con velocità angolare iniziale (θ+)n
raggiungerà una quota generica z′, esaurendo la sua energia cinetica prima di
superare la verticale. Dal momento che il sistema è conservativo in questa fase,
il centro di massa dalla quota z′ cadrà in direzione opposta a quella precedente,
ed il raggio che precede quello in appoggio urterà il piano esattamente con la
stessa velocità angolare (uguale in modulo ma opposta in segno) con cui prima
si era staccato dal suolo. La legge di conservazione dell'energia totale in questa
seconda situazione esprime quindi la seguente relazione, analoga all'eq. 2.35, tra
le velocità angolari (θ+)n subito dopo l'urto n-esimo, e (θ+)n+1 subito prima
dell'urto (n+1)-esimo:
˙(θ−)n+1 = −µ( ˙θ+)n (2.43)
Sostituendo quindi le regole di transizione nel momento della collisione, si ot-
tiene:
( ˙θ−)n+1 = −µ( ˙θ+)n (2.44)
Da cui risulta, in termini della grandezza Z :
Zn+1 = −µ2Zn (2.45)
L'espressione eq. 2.45 esprime quindi la forma della Mappa di Poicaré nel caso
in cui si abbia:
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Figura 2.14: rappresentazione graﬁca della Mappa di Poincarè per un si sistema
ruota-piano inclinato caratterizzato dalla seguente scelta di parametri iniziali





 pendenza del piano inclinatoα ≤ pin e velocità angolare upZ < Z <dn Z.
A questo punto risulta particolarmente utile riscrivere in modo più compatto la
funzione P che traduce la Mappa di Poncarè del sistema:
P (Z) =

µ2(Z + 4 sin(α) sin(pin )) per α ≤ pin , e Z <up Z < 0, o Z >dn Z > 0
oppure per α ≤ pin , e −∞ <up Z < +∞
µ2Z per α ≤ pin , e upZ < Z <dn Z
(2.46)
Qui di seguito viene dunque riportata una rappresentazione graﬁca (vedi
Figura 2.14) della Mappa di Poincarè per un si sistema ruota-piano inclinato





Come si può osservare la mappa risulta una funzione lineare a tratti e si
rendono distinguibili tre intervalli di linearità:
 Intervallo 1: Nella regione in cui Z <up Z, la ruota ha abbastanza energia
cinetica per superare la verticale rotolando in salita e si ha: P (Z) =
µ2(Z + 4 sin(α) sin(pin )).
 Intervallo 2: Nella regione in cui upZ < Z <dn Z, la ruota non ha suﬃ-
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ciente energia per superare la verticale in nessuna delle direzioni di moto
e si ha P (Z) = −µ2Z.
 Intervallo 3: Nella regione in cui Z >dn Z, la ruota ha suﬃciente energia
per superare la verticale rotolando in discesa lungo il piano inclinato e si
ha P (Z) = µ2(Z + 4 sin(α) sin(pin )).
Osservando la Figura 2.14 è possibile inoltre notare una rappresentazione (se-
quenza di spezzate a puntini neri) dell'evoluzione di una delle possibili traiettorie
della ruota con velocità angolare iniziale pari Z1 <up Z a (Intervallo 1). Come
si può osservare la ruota ha suﬃciente energia per superare la verticale e compie
una prima oscillazione in salita ﬁno a collidere con il piano inclinato. Dall'urto
la ruota emerge con un nuovo valore della velocità angolare Z2 = P (Z1), che
risulta tuttavia insuﬃciente a permettere al sistema di oltrepassare di nuovo la
verticale. Si assiste dunque ad un inversione della direzione dello spostamento
del centro di massa, che ricade all'indietro, colpendo il piano con il medesimo
raggio che era in appoggio nella fase precedente (Intervallo 2). Questo secondo
urto comporta una nuova perdita di energia, ed la ruota comincia una fase di
rotolamento in discesa con velocità iniziale Z3 = P (Z2) (Intervallo 3). Il sistema
comincia quindi un moto di rotolamento in discesa, con ripetute collisioni con
il piano inclinato (Z4 = P (Z3), Z5 = P (Z4),...) , cosicché la ruota converge
progressivamente verso uno stato in cui la sua velocità angolare dopo ogni col-
lisione rimane sempre costante. Più in breve, nell'esempio mostrato, il sistema
comincia con un rotolamento in salita, urta il piano e cambia direzione, per poi
agganciare un ciclo limite di rotolamento in discesa. Prima di proseguire ulte-
riormente è necessario discutere in breve la stabilità dei punti ﬁssi visualizzati
sulla Mappa di Poincaré.
2.9 Stabilità dei Punti Fissi.
Osservando la Mappa di Poincaré (vedi Figura 2.14) è possibile distinguere due
punti ﬁssi, ovvero due punti in corrispondenza dei quali il sistema aggancia un
ciclo limite, per cui dopo ogni collisione si trova sempre nello stesso stato ﬁsico.
Si ha infatti un punto ﬁsso stpZ∗ in corrispondenza della condizione di arresto
totale della ruota in appoggio su due raggi consecutivi, e un secondo stpZ∗
in corrispondenza del ciclo limite che garantisce alla ruota un rotolamento in
discesa tale che dopo ogni collisione essa emerga sempre con la stessa velocità
angolare. Si noti inoltre che la situazione in cui la ruota si arresta in equilibrio
instabile sulla verticale non può costituire un punto ﬁsso nella mappa, poiché
in questo caso il sistema non ha completato il suo ciclo ma si è arrestato in
un punto intermedio di esso. Più formalmente un valore della velocità angolare
stpZ∗ corrisponde ad un punto ﬁsso seP (Z∗) = Z∗. I possibili punti ﬁssi di P
sono dunque:








Dove lcZ∗ corrisponde ad una stima della velocità angolare immediatamente
dopo ciascuna collisione, che permette di agganciare un ciclo limite di rotola-
mento in discesa, mentre stpZ∗ rappresenta una misura della velocità angolare
dopo ciascuna collisione, che porta il sistema a fermarsi con due raggi consecutivi
in appoggio.
La stabilità di un punto ﬁsso in una generica mappa di Poincaré si valuta
poi andando a calcolare la derivata prima della funzione P . Infatti un punto
ﬁsso Z∗ di P si dice asintoticamente stabile se il valore assoluto della derivata
prima della mappa P calcolata in quel punto ∂P (Z∗) risulta minore di 1, ovvero
se: ‖∂P (Z∗)‖ < 1.
Tenendo dunque presente la deﬁnizione che si è dato della mappa (eq. 2.46)
è possibile calcolare la derivata prima nei due punti indicati:
∂P (Z∗) =
{
(∂P∂Z )Z=lcZ∗ = µ
2
(∂P∂Z )Z=stpZ∗ = −µ2
(2.48)
Ricordando poi che il parametro µ risulta 0 < µ < 1 proprio per come è stato
deﬁnito, allora è possibile concludere che entrambi i punti lcZ∗ e stpZ∗ sono
punti ﬁssi asintoticamente stabili in virtù del fatto che è veriﬁcata la condizione
‖∂P (Z∗)‖ < 1.
Studiando ulteriormente la Mappa di Poincaré al variare dei parametri in-
iziali µ, n ed α è possibile veriﬁcare che esistono particolari condizioni per l'e-
sistenza di questi punti. In particolare, si comprende facilmente che si dovrà
necessariamente avere un numero suﬃciente di raggi a comporre la ruota, n ≥ 3.
In modo del tutto analogo è possibile ﬁssare condizioni anche sui valori di α che
permettano l'esistenza di entrambi i punti ﬁssi osservati.
Per n ≥ 3 e 0 < µ < 1 si hanno infatti le seguenti condizioni sulla pendenza
α del piano inclinato aﬃnchè sia veriﬁcata l'esistenza dei punti ﬁssi:
 condizione necessaria e suﬃciente aﬃnché esista il punto ﬁsso stpZ∗ = 0,
associato alla posizione di stop su due raggi, è α ≤ pin . Si comprende
facilmente perché questa condizione sia necessaria, dal momento che in
caso contrario, ovvero per α > pin , la ruota non raggiunge mai la posizione
di stop. Per α ≤ pin la mappa può invece intercettare la retta P (Z) = Z
in Z = 0.
 la condizione suﬃciente da imporre su α aﬃnché il punto lcZ∗esista è
α > pin . Se questa circostanza è veriﬁcata, la Mappa risulterà lineare con
coeﬃciente angolare positivo per qualsiasi valore di Z, ed intercetterà la
retta P (Z) = Z in un solo punto (il punto ﬁsso lcZ∗). Esiste tuttavia
anche una condizione necessaria per l'esistenza di lcZ∗. Infatti aﬃnché
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sia presente un ciclo limite, la ruota deve essere in grado di superare la
verticale in discesa dopo ogni collisione. Questo signiﬁca che il valore
della velocità angolare dopo ogni urto deve sempre essere maggiore della
velocità critica (necessaria per raggiungere la posizione di equilibrio sulla
verticale):
lcZ∗ ≥dn Z (2.49)
Con riferimento alle eq. 2.21e 2.47, tale condizione si traduce nella seguente
disuguaglianza:
4µ2 sin(pin ) sin(α)




che con pochi passaggi algebrici, può essere riscritta nella seguente forma:








sinα ≤ 0 (2.51)
Detto αc l'angolo di inclinazione del piano per cui g(αc, n, µ) = 0, allora la
condizione necessaria di esistenza del punto ﬁsso lcZ∗ (eq.2.49) si traduce
nella seguente:
α ≥ αc (2.52)
Dunque riassumendo, le condizioni necessarie e suﬃcienti su α per l'esistenza
dei punti ﬁssi, sono così formulate:
αc ≤ α ≤ pi
n
per lcZ∗ (2.53)
0 ≤ α ≤ pi
n
per stpZ∗ (2.54)
Ai ﬁni di questa trattazione non risulta di particolare interesse proseguire
con l'analisi dei bacini di attrazione del sistema. Per eventuali approfondimenti
si rimanda quindi al riferimento bibliograﬁco da cui questo studio è stato tratto
e mutuato [34]. Nel prosieguo verrà piuttosto introdotto il modello implemen-
tato in ambiente MatLab corrispondente al sistema sviluppato da Coleman e
riassunto negli ultimi paragraﬁ.
2.10 Implementazione del Modello in Ambiente
MatLab
Uno degli obiettivi di questo lavoro di tesi è proprio quello di studiare e ripro-
durre i principali camminatori dinamici passivi che sono stati introdotti in
letteratura apportando signiﬁcativi contributi alla ricerca in questo ambito di
sviluppo.
Quindi dopo un attento studio del sistema proposto da Coleman [34], si è
provveduto a implementare l'intero modello in ambiente MatLab, in modo da
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Figura 2.15: Mappa di Poincarè per il sistema implementato in MatLab.
poterne veriﬁcare le proprietà. Si è quindi studiato il moto di caduta della
struttura al variare della velocità angolare iniziale θ˙0 e degli altri parametri del
problema, ovvero la massa m, la lunghezza l e la pendenza del piano α. Si è
interessati in particolare a capire quali siano le condizioni nelle quali la caduta
ha termine, quelle in cui la velocità angolare cresce senza limite, e quelle in
cui la velocità angolare resta costante poiché l'energia guadagnata dal sistema
per abbassamento del centro di massa corrisponde esattamente a quella persa
durante l'urto. A tale scopo si è costruita la Mappa di Poincaré del sistema
che per la seguente scelta dei parametri, θ˙0 = 0 rad/s, l = 1m ed α = 12°
risulta così fatta (vedi Figura2.15). Come si può osservare si distinguono due
punti ﬁssi per il moto della ruota, uno in base al quale la ruota si arresta su
due raggi con velocità angolare Z = θ˙0 = 0 (cerchio nero sulla mappa), e l'altro
per cui la ruota cade a velocità angolare costante θ˙0 = 1.165 rad/s (quadrato
nero sulla mappa) corrispondente a Z = 1.358 rad2/s2, in base alla relazione
Zn = θ˙2nsgn(θ˙n).
Tutto ciò risulta in pieno accordo con quanto discusso precedentemente nei
paragraﬁ in cui si è aﬀrontato lo studio teorico del sistema. Il modello realizzato
in ambiente MatLab, permette poi di osservare il moto della ruota, valutando
la cinematica della traiettoria del centro di massa. Si è dunque deciso di far
avanzare il modello per un tratto suﬃciente a veriﬁcare l'esistenza del ciclo
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Passo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
θ˙0 [rad/s] 0 1.123 1.155 1.163 1.165 1.166 1.166 1.166 1.166 1.166
Tabella 2.1: Vettore delle velocità angolari dopo ogni collisione.
Figura 2.16: Simulazione della traiettoria percorsa dalla ruota a raggi (in
verde). Per semplicità si rappresentano soltanto i raggi in appoggio con il piano,
trascurando di raﬃgurare gli altri sovrastanti che compongono la ruota.
limite. Nella simulazione che segue la ruota compierà un moto corrispondente
ai primi 10 passi nelle stesse condizioni impostate per la costruzione della mappa:
inclinazione inizialeθ˙0 = 110°rispetto all'asse delle ascisse,θ˙0 = 0 rad/s, l = 1m,
ed α = 12°. Per alleggerire la rappresentazione graﬁca si è scelto di mostrare
soltanto il raggio di appoggio e quello successivo per ogni passo della ruota,
tralasciando di rappresentare i restanti 4 raggi (vedi Figura 2.16). Alla ﬁne
della simulazione e poi possibile apprezzare la traiettoria del centro di massa
(in verde) della ruota. Il modello è costruito poi in modo da restituire il vettore
delle velocità angolariθ˙0 (vedi Tabella 2.1), misurate subito dopo ciascun urto
con il suolo. A fronte quindi di una velocità attesa di θ˙0 = 1.165 rad/s, la
simulazione restituisce θ˙0 = 1.166 rad/s in buon accordo.
2.11 Veriﬁche sul Modello di Coleman
Adesso che si ha a disposizione un algoritmo funzionante per la Mappa di
Poincarè ed una procedura Matlab testata che implementa esattamente il mod-
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Figura 2.17: Mappa di Poincaré nel caso limite in cui α = pi6 .
ello studiato da Coleman, è possibile compiere tutte le veriﬁche che si desidera
su quanto aﬀermato nei capitoli precedenti.
Ad esempio potrebbe essere utile osservare come si modiﬁca la Mappa, al
variare delle condizioni in cui viene calcolata. Nella seconda parte del paragrafo
dedicato allo studio della stabilità dei punti ﬁssi, si è discussa l'esistenza dei
punti stpZ∗ e lcZ∗ al variare della pendenza α del piano inclinato. In questo
momento si è in grado di veriﬁcare velocemente quanto precedentemente aﬀer-
mato. Si è infatti sostenuto che il punto ﬁsso associato allo stop su due raggi,
stpZ∗, esiste solo per 0 ≤ α ≤ pin (eq. 2.54 ).
Si osservi quindi come varia la mappa (vedi Figura2.17), deﬁnita per n = 6,
e L = 1 nel caso in cui venga meno la circostanza α ≤ pin , e si abbia proprio la
condizione limite α = pi6 :
Analogamente, ricordando che in base ai paramentri impostati l'inclinazione
limite vale αc = 10.21° (eq. 2.51e2.52) è possibile osservare le variazioni della
mappa rispettivemente per α = pi30 < αc, in cui non ci sono le condizioni per
l'esistenza di lcZ∗ (vedi Figura 2.18-a)), e per α = αc, in cui si è nel limite di
esistenza di lcZ∗ (vedi Figura 2.18-b)):
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Figura 2.18: a) Mappa di Poincaré per α = pi30 < αc, in cui si osserva solo il
punto ﬁsso stpZ∗ (in nero). b) Mappa di Poincaré per α = αc, in cui si osserva
anche il punto ﬁsso lcZ∗ (in verde).
I risultati che mostra lo studio della mappa, confermano quindi ciò che è




3.1 Limiti del modello a pendolo inverso.
Il modello della ruota a raggi introdotto da Coleman è stato succeduto da una
serie di lavori altrettanto importanti che si sono ulteriormente sviluppati attorno
alle peculiari caratteristiche che accomunano la dinamica degli arti inferiori in
fase di oscillazione a quella di un doppio pendolo inverso.
Figura 3.1: Evoluzione dei camminatori passivi [39]
Ad esempio, Mochon e McMahon hanno utilizzato un un modello un pendolo
accoppiato, vincolato a muoversi nel piano sagittale, per dimostrare che , con
appropriate condizioni iniziali, un sistema meccanico passivo può produrre tempi
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Figura 3.2: Traiettoria dell'anca.
di oscillazione, ed angoli alle articolazioni confrontabili con quelli che si hanno
nella normale andatura [40].
Su tutti, è però necessario citare i risultati conseguiti da T. McGeer [36].
Il suo lavoro ha infatti prodotto una serie di sistemi ﬁsici di complessità cres-
cente che, aﬃancati da studi teorici, hanno condotto a risultati confrontabili
con quelli sperimentali. In Figura 3.1 è possibile osservare l'evoluzione di questi
dispositivi meccanici. McGeer ha inoltre studiato la stabilità dei suoi modelli,
ed ha analizzato, con strumenti di linearizzazione, l'esistenza di cicli limite per il
moto nel piano sagittale [37]. I sistemi dinamici da lui introdotti, sottoposti alla
sola forza di gravità, sono in grado di agganciare cicli di avanzamento lungo un
piano inclinato confrontabili con l'andatura umana, senza nessun controllo atti-
vo e senza attuatori. McGeer ha poi sviluppato i primi modelli di camminatori
passivi con ginocchio [38], ed ha cominciato a investigare modelli matematici di
cammino nello spazio tridimensionale, trovando cicli di avanzamento instabili
[39].
Tutti i modelli analizzati presentano buoni risultati ogni volta in cui si va
a confrontare la cinematica del loro centro di massa con quella del centro di
massa relativo al corpo umano (vedi Figura 3.2). Tuttavia non si riscontra la
stessa concordanza di risultati quando si prende in considerazione l'andamento
della forza di reazione al piano. É infatti suﬃciente osservare la totale mancanza
di accordo tra le curve della forza di reazione vincolare al piano attese in base
al modello ( curve in rosso in Figura 3.3) e quelle ottenute sperimentalmente
(curve in nero in Figura 3.3).
Come si può osservare infatti la componente verticale della forza di reazione
al piano, che per brevità verrà indicata nel prosieguo con l'acronimo GRFV ,
presenta una tipica forma ad M. Così come mostrano le curve sperimentali in
nero di Figura 3.3, si distinguono nell'andamento della GRF due picchi successivi
separati da un minimo locale che si ha esattamente a metà della fase di appoggio.
Queste caratteristiche non vengono riprodotte dal modello a pendolo inverso
[41]. In intesi, sebbene il modello a pendolo inverso sia stato introdotto [42]
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Figura 3.3: Confronto tra la curva di reazione al suolo prevista dal modello a
pendolo inverso (in rosso), ed i dati sperimentali (in nero) [43].
proprio perché perfettamente in grado di spiegare le ﬂuttuazioni opposte di
energia cinetica e potenziale durante la camminata umana a cadenza naturale,
esso produce tuttavia una curva di reazione al suolo verticale non correlata con
le osservazioni sperimentali. Secondo tale modello infatti la curva di reazione
verticale presenterebbe un solo picco in esatta corrispondenza con l'istante, a
metà della fase di appoggio, in cui l'arto è perpendicolare al terreno.
Per convincersi di questa aﬀermazione è suﬃciente studiare brevemente il
sistema in Figura 3.4, in cui si osserva un pendolo inverso di massa m, momento
di inerziae lunghezza I, orientato in direzione θ rispetto al suolo e sottoposto alla
sola forza di gravità. Come è noto, il moto del pendolo inverso risulta dunque
regolato dalla seguente legge:
(ml2 + I)θ¨ +mgl cos θ = 0 (3.1)
La componente verticale della forza di reazione al suolo sarà dunque data
dall'espressione:
Ny = m ¨ycm +mg (3.2)
dove ¨ycm rappresenta l'accelerazione lungo l'asse delle ordinate del centro di
massa del pendolo, e può essere espressa in termini dell'angolo θ, della velocità
angolare θ˙, e dell'accelerazione angolare θ¨ nel modo seguente:
¨ycm = l(cos(θ)θ¨ − sin(θ)θ˙2) (3.3)
Sostituendo quindi le eq. 3.1 e 3.3 nell'espressione 3.2, si ottiene la forma
esplicita della forza di reazione in termini del contributo della forza centrifuga
−ml sin(θ)θ˙2, e di quello della forza di gravità mg sin2(θ):
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Figura 3.4: Pendolo inverso utilizzato per modellizzare il moto di un arto
inferiore durante la fase di appoggio a terra [41].
Ny = −ml sin(θ)θ˙2 +mg sin2(θ) (3.4)
Da quest'ultimo risultato appare evidente che la componente verticale della
forza di reazione vincolare presenti un solo massimo per θ = pi2 , ovvero nel-
l'istante in cui l'arto è perpendicolare al suolo, esattamente a metà della fase
di appoggio, cosi come correttamente mostrato dalla curva in rosso in Figura
3.3. Questo aspetto tuttavia, non è il solo punto critico del modello a pendolo
inverso. Infatti come si è avuto già modo di spiegare occupandoci delle prob-
lematiche connesse alla ﬁsiologia del passo, nella camminata umana è presente
un'ulteriore fase che questo modello non prevede. Viene infatti trascurata nella
descrizione, la fase di doppio appoggio in cui entrambe le estremità degli arti
sono in contatto con il suolo. Per una camminata a cadenza naturale, è infatti
possibile riconoscere una fase di singolo appoggio che occupa circa il 60% dell'in-
tera azione, ed un periodo di oscillazione corrispondente a circa il restante 40%.
La fase di doppio appoggio risulta quindi dalla diﬀerenza tra il periodo di sin-
golo appoggio e quello di oscillazione, e rappresenta perciò circa 20% dell'intero
ciclo di passo. Nel caso in cui poi la camminata fosse esattamente simmetrica
allora il doppio appoggio occuperebbe approssimativamente il 10% del singolo
passo. Questa prima osservazione mostra che non è possibile giungere ad una
descrizione ottimale del ciclo del passo quando si trascura un aspetto così impor-
tante della sua dinamica. Per questo e per quanto osservato precedentemente
in merito alle curve di reazione al suolo, si presenta la necessità di ricorrere a
nuovi modelli, diversi o più complessi rispetto al pendolo inverso, che permet-
tano comunque di riprodurre la stessa cinematica del centro di massa del corpo
umano.
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Figura 3.5: Modello ad arti ﬂessibili [45].
3.2 Il modello ad arti ﬂessibili.
Tra gli svariati modelli studiati e presi in considerazione, il modello che ha
prodotto i risultati più interessanti è senza dubbio quello introdotto da H. Geyer
et all. nel 2006 [43]. Nel loro lavoro H. Geyer et all hanno infatti sostenuto e
motivato l'ipotesi che il modello da prendere in considerazione come paradigma
della fase di appoggio della camminata non fosse un pendolo inverso ad arti rigidi
[44], ma piuttosto un pendolo inverso ad arti ﬂessibili. Il sistema ﬁsico proposto
risulta dunque costituito da un dispositivo modellizzabile come una molla che
agisce solo radialmente, e che sostituisce l'asta rigida di cui era composto il
pendolo inverso, permettendo un allungamento ed una contrazione telescopica
(vedi Figura 3.5).
Da questo punto di partenza, attraverso l'inserimento di un secondo arto
ﬂessibile, è stato sviluppato un modello a compasso di locomozione bipede in
due dimensioni. Il sistema così realizzato è stato poi sottoposto ad un'analisi
della stabilità. Tuttavia il risultato più rilevante ottenuto da H. Geyer è stata
la possibilità di generalizzare il modello introdotto dimostrando che può adat-
tarsi sia alla camminata che alla corsa [43, 45]. Corsa e camminata risultano
quindi come due soluzioni diverse tra quelle possibili per un sistema dotato
di arti ﬂessibili, ed una data energia iniziale. Sebbene questa trattazione sia
dichiaratamente dedicata allo studio dei problemi connessi alla deambulazione,
risulta comunque di fondamentale importanza sottolineare la possibilità di spie-
gare con un unico modello due meccanismi così diﬀerenti di spostamento. Anche
se nel prosieguo non si farà più riferimento alla dinamica della corsa, è comunque
necessario tener in massima considerazione questo duplice risultato.
Il modello presentato sopra è stato studiato per simulare una camminata
lungo il piano sagittale in uno spazio bidimensionale . La massa è concentrata
nel centro di gravità, mentre gli arti ﬂessibili sono assunti di massa trascurabile.
Il moto del centro di massa è determinato dalla forza di gravità e dalle forze elas-
tiche originate dagli arti in contatto. Nell'istante in cui ogni asta elastica tocca
il suolo, si incerniera nel punto di contatto restando libera di ruotare rispetto ad
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esso. L'arto in questione resta in appoggio anche dopo il contatto della seconda
asta elastica, in modo da dare luogo ad una fase di doppio appoggio. L'arto più
arretrato si libererà dal contatto non appena la componente verticale della forza
di reazione al suolo toccherà il valore nullo, ovvero non appena verrà raggiunta
di nuovo la lunghezza di riposo l0, e la molla non sarà più compressa. Nel caso
in cui poi un arto dovesse oltrepassare la lunghezza l0 durante la decompres-
sione allora passerebbe istantaneamente alla fase di oscillazione. Gli arti sono
poi del tutto liberi di ruotare rispetto al loro punto di giunzione che si trova
in corrispondenza della massa sospesa. Questo implica che durante la fase di
doppio appoggio l'angolo al vertice, non rimarrà costante come nel caso della
ruota a raggi senza cerchione, ma varierà continuamente nel tempo. Entrambi
gli arti presentano la stessa costante elastica k e la medesima lunghezza a riposo
l0. Inﬁne la simulazione procederà in ambiente privo di forze di attrito statico o
dinamico, trascurando inoltre ogni possibile resistenza con l'aria. Si assume che
il ciclo del passo abbia inizio nell'istante in cui il centro di massa, , durante la
fase di appoggio su un sola asta, raggiunge il punto a quota più alta del moto,
detto apice, in cui la componente verticale della velocità si annulla. L'altro arto
è in fase di oscillazione, e toccherà il suolo con lunghezza l0, e orientazione α0
rispetto al piano orizzontale. Questo signiﬁca quindi che la fase di singolo ap-
poggio terminerà nell'istante in cui l'altezza ycm a cui si trova il centro di massa
sarà pari ad l0 sinα0:
ycm = l0 sinα0 (3.5)
Il centro di massa, che avrà un valore della velocità lungo l'asse orizzon-
tale adeguato, procederà in avanti, comprimendo entrambi gli arti ﬂessibili e
determinando un abbassamento della sua quota. Come già anticipato la fase
di doppio appoggio terminerà non appena l'arto più arretrato raggiungerà la
lunghezza di riposo e si staccherà dal suolo. Lo studio del ciclo del passo ter-
minerà poi non appena il centro di massa avrà raggiunto il successivo punto di
apice appoggiando su un'asta diversa da quella iniziale (vedi Figura 3.6)
3.3 Le equazioni del moto.
Nella fase iniziale di singolo appoggio (vedi Figura 3.6) il centro di massa si
trova in corrispondenza del punto di apice, ˙ycm = 0, e le altre condizioni iniziali
del moto possono essere così riassunte:{
xin = x0 ;




Se si prende poi in considerazione un sistema di riferimento solidale al dis-
positivo, che abbia l'origine degli assi nel punto di contatto tra l'asta ﬂessibile
in appoggio ed il suolo allora si avrà (x0; y0) = (0; 0).
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Figura 3.6: Fasi di singolo e doppio appoggio che si alternano nel ciclo di un
passo secondo il modello ad arti ﬂessibili [43].
Figura 3.7: a)-Fase di singolo appoggio, b)-Fase di doppio appoggio.
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Con riferimento alla Figura 3.7-a), avendo indicato con θ l'orientazione del-
l'arto in appoggio rispetto all'orizzontale, le equazione del moto in coordinate
cartesiane risultano:
mx¨ = k(l0 −
√
x2 + y2) cos(θ) (3.7)
my¨ = k(l0 −
√
x2 + y2) sin(θ)−mg (3.8)








− 1)y −mg (3.10)
La fase di singolo appoggio terminerà, come si è già anticipato, non appena
l'arto successivo toccherà il suolo, ed avendo quest'ultimo lunghezza a riposo l0
ed orientazione α0 ﬁssata, tale condizione sarà soddisfatta quando il centro di
massa si troverà a quota ycm = l0 sinα0.
É necessario a questo punto notare che il sistema studiato, nella globalità del
suo ciclo di movimento, è del tutto conservativo. L'assenza di attriti, assunta
per ipotesi, assicura la conservazione dell'energia durante tutta la fase di singolo
appoggio, mentre la presenza delle molle e l'assenza di un vincolo angolare rigido
al vertice, permettono di non avere alcuna dissipazione neanche nel momento
della collisione tra un arto ed il suolo.
Quindi proprio perché l'energia totale Etot del sistema è conservata, è possi-













Lo stato del sistema risulta quindi completamente caratterizzato una volta
noto il seguente set di parametri e costanti del moto:
g ;m ; k ; l0 ;Etot ;x0 ; y0 (3.12)
La fase di doppio appoggio (vedi Figura 3.7-b)) risulta invece regolata dalle




− 1)x− k( l0√




− 1)y + k( l0√
(d− x)2 + y2 − 1)y −mg (3.14)
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Dove con la lettera d si indica la distanza a cui è avvenuto il contatto tra l'asta
elastica successiva ed il suolo rispetto al punto di appoggio dell'arto indietro
(vedi Figura 3.7-b)). Questa fase di doppio appoggio avrà ﬁne non appena
l'arto più arretrato avrà raggiunto di nuovo la sua lunghezza di riposo. In un
sistema di riferimento, come quello qui utilizzato, solidale al dispositivo e con
l'origine degli assi nel punto di contatto dell'arto più indietro, la condizione di
ﬁne della fase di doppio appoggio è espressa nel seguente modo:
x2 + y2 = l20 (3.15)
Come è poi facilmente deducibile, integrando le equazioni del moto appena
indicate, e iterando la procedura attraverso le varie successive fasi del moto, è
possibile ricostruire l'intera cinematica del sistema una volta noti i parametri
speciﬁcati (eq. 3.14).
3.4 Analisi della Stabilità del sistema.
Dalla precedente discussione, appare chiaro che, aﬃnché il sistema avanzi sen-
za cadere, sia necessaria un'adeguata scelta delle costanti elastiche in modo da
bilanciare la forza di gravità agente sul centro di massa e permettere un avanza-
mento del corpo. I casi in cui ciò non si veriﬁca, rappresentano un'ampia parte
delle possibili evoluzioni della dinamica del modello, e possono essere riassunti
nella seguente serie di situazioni.
Ad esempio il sistema può cambiare direzione di progressione nel suo moto
orizzontale e cadere all'indietro. Oppure le forze verticali sviluppate dall'arto in
appoggio sono tali da consentire il distacco di tale arto prima che il successivo
tocchi il suolo. In questo secondo caso si avrebbe quindi una fase di volo.
Pertanto, per discutere la stabilità del modello per una data scelta dei
parametri iniziali, gli autori hanno fatto ricorso alla costruzione ed allo stu-
dio di una mappa di Poincarè [45]. A tale scopo è necessario deﬁnire un evento
all'interno del ciclo del passo che corrisponda ad uno stato del sistema (x, y, x˙, y˙)
rispetto al quale costruire un algoritmo di ricorrenza. Una scelta intelligente, in
questo caso, è quella di osservare e campionare la traiettoria del modello ogni
volta in cui il centro di massa del camminatore raggiunge l'apice durante la
fase di singolo appoggio (vedi Figura 3.6). In corrispondenza di questo evento
infatti, la componente verticale della velocità è nulla y˙ = 0, e l'insieme delle
coordinate che deﬁniscono lo stato in quel punto i-esimo si riduce a (x, y, x˙)i. Si
osservi quindi che questa scelta corrisponde a deﬁnire una Sezione di Poincarè,
cosa che comporta sempre l'eliminazione di una coordinata sovrabbondante.
É poi necessario notare che lo spostamento lungo le ascisse del centro di
massa a cui si fa riferimento non è deﬁnito rispetto ad un riferimento assolu-
to, ma è calcolato ad ogni i-esimo apice nel sistema di coordinate solidale al
modello, e con l'origine nel punto di contatto al suolo dell'arto più arretrato.
Per evidenziare meglio questa circostanza, si indicherà con la notazione xrel,i
l'ascissa della posizione del centro di gravità nel punto di apice nel riferimento
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relativo, sapendo che essa è legata alla sua corrispondente xi nel riferimento
assoluto dalla relazione:
xrel,i = xi − xfoot,i (3.16)
dove con xfoot,i si indica la posizione sulle ascisse del punto di contatto a terra
dell'arto più arretrato ad ogni i-esimo apice. Inoltre, come si è già osservato,
il sistema è conservativo e questo permette di riscrivere una delle rimanenti
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i è la lungheza dell'arto calcolata nell'istante in cui
si raggiunge l'apice, y˙i = 0. Di conseguenza, per descrivere lo stato del sis-
tema ogni volta che la sua traiettoria passa per l'apice di una fase di singolo
appoggio, è suﬃciente utilizzare l'insieme di coordinate indipendenti (xrel, y)i.
Questo permette di costruire la mappa di Poincarè del sistema come algoritmo
di ricorrenza dello stato ad ogni apice:
P : (xrel, y)i → (xrel, y)i+1 (3.18)
Aﬃnché poi la traiettoria del modello sia stabile, ed agganci un ciclo limite è




Analogamente a quanto visto per la ruota a raggi di Coleman1, questa condizione
è veriﬁcata quando gli autovalori λ1,2 della matrice Jacobiana Jab del sistema,





















+ J12J21 − J11J22 (3.21)
La condizione di stabilità si traduce nella seguente espressione:
‖λ1,2‖ < 1 (3.22)
1Nel caso della ruota a raggi la mappa di Poincarè poteva essere espressa analiticamente
in termini di una sola variabile. Il calcolo dello Jacobiano si riduce, in questa situazione, allo
studio della derivata prima.
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3.5 Risultati dell'Analisi della Stabilità.
In questo breve paragrafo verranno discussi alcuni risultati trovati nello studio
della mappa di primo ritorno del sistema. Come esempi rappresentativi di questi
risultati verranno discussi tre casi di particolare interesse. La Figura 3.8 mostra
infatti tra diverse mappe di Poincarè ottenute per altrettante scelte diﬀeren-
ti dei parametri iniziali del modello. Nel caso in cui le variabili iniziali siano




mensionali, la mappa di Poincarè assume la forma mostrata in Figura 3.8-a) . In
questo caso si distingue un punto ﬁsso in corrispondenza del punto (x˜rel, y˜)fisso,
dove ˜xrel = xrell0 e y˜ =
y
l0
sono le coordinate delle posizioni normalizzate rispet-
to alla lunghezza a riposo delle aste elastiche. Lo studio degli autovalori dello
Jacobiano attorno a tale punto dimostra che risulta soddisfatta la condizione
all'eq. 3.22, per cui si tratta di un punto ﬁsso stabile. Questo signiﬁca che per
ogni scelta dello stato (x˜rel, y˜) del sistema in prossimità del punto (x˜rel, y˜)fisso,
il modello convergerà ad un ciclo di moto periodico stabile.
Se invece la scelta delle variabili iniziali fosse (α0, k˜, ˜Etot) = (73◦, 17.8, 1.04)
allora la mappa di primo ritorno del sistema assumerebbe l'aspetto in Figura
3.8-b). In questo caso il punto ﬁsso precedentemente rintracciato si sposta in una
posizione in cui x˜rel>0, inoltre compare un secondo punto ﬁsso in (x˜rel, y˜)fisso =
(0, 0.96). Quest'ultimo tuttavia non è stabile dal momento che λ1,2 > 1.
Aumentando ulteriormente l'orientazione di atterraggio dell'arto al suolo,
in modo che i parametri iniziali siano (α0, k˜, ˜Etot) = (76◦, 17.8, 1.04), non si
osservano più soluzioni stabili.
Per una scelta della variabili (α0, k˜, ˜Etot) = (73◦, 25.5, 1.04) si ha invece
una mappa di Poincarè della forma in Figura 3.8-c) che mostra di nuovo una
soluzione stabile. Il punto inferiore che appariva in Figura 3.8-b) risulta infatti
stabile in questo caso permettendo di avere una soluzione simmetrica, mentre il
punto superiore non è più presente.
3.6 Caratteristiche dinamiche in codizioni di sta-
bilità.
In questo paragrafo si intende valutare come varia la cinematica e la dinamica
del centro di massa del sistema nei vari punti ﬁssi in cui la precedente analisi
della stabilità ha messo in evidenza la presenza di traiettorie stabili e periodiche.
Nell'immagine seguente (vedi Figura 3.9) è dunque possibile osservare come
cambiano le curve di reazione al suolo, spostamento verticale, e compressione
della molla al variare del tempo, quando il sistema si trova in uno degli stati
di punto ﬁsso che sono emersi dall'analisi svolta nel paragrafo precedente. In
particolare le soluzioni proposte (a), (b), e (c) sono calcolate rispettivamente
quando il sistema si trova in uno degli stati (a), (b), e (c) mostrati in Figura
3.8. Come è poi possibile osservare tutte le grandezze di cui si mostrano gli
andamenti sono deﬁnite in modo adimensionale, in particolare:
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Figura 3.8: Mappa di Poincarè del sistema al variare dei parametri iniziali [45].
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Figura 3.9: Caratteristiche dinamiche del sistema nei punti di stabilità osservati
in Figura 3.8. In alto- le curve di reazione al suolo. Al centro-le curve degli
spostamenti verticali. In basso- le curve di compressione della molla [45].
 per la forza di reazione al suolo si mostrano le curve di F˜ = k˜(1 − l˜),
rispetto alla durata della fase di doppio appoggio (espressa in termini di




Sono disegnate sia le curve della componente verticale F˜vert che quelle
della componente orizzontale F˜horiz della forza di reazione (vedi Figura
3.9- in alto).
 per lo spostamento verticale si osservano gli andamenti di4y˜ = 4yl0 rispet-
to alla percentuale di completamento della fase di doppio appoggio. Tali
spostamenti (curve in nero) sono messi a confronto con quelli del pendo-
lo semplice (curve tratteggiate per cui vale 4l˜ = 0) (vedi Figura 3.9- al
centro).
 per la compressione della molla sono disegnate le curve di4l˜ = 4ll0 = 1− l˜,
con l˜ = ll0 , sempre rispetto alla percentuale di completamento della fase
di doppio appoggio. In questo caso si mostra solo la compressione relativa
all'arto sinistro (vedi Figura 3.9- in basso).
Si osserva (vedi Figura 3.9) che per le soluzioni (a) e (c) la dinamica e
la cinematica del sistema risultano simmetriche rispetto all'istante in cui ci si
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trova esattemente a metà della fase di doppio appoggio. In particolare la forza
di reazione verticale al piano F˜vert, mostra due picchi alla stessa altezza, che
implicano che all'interno della stessa fase di doppio appoggio ci sono state due
compressioni della molla della stessa intensità. La componente F˜horiz mostra
invece una simmetria dispari, a causa proprio dei fenomeni di accelerazione e
decelerazione nella direzione di propagazione.
A diﬀerenza delle soluzioni simmetriche, la soluzione (b) mostra nell'anda-
mento di F˜vert un picco iniziale di molto superiore al secondo (in accordo con
l'iniziale compressione della molla).
3.7 Conclusioni.
L'obiettivo di questo capitolo è stato quello di presentare i riultati del lavoro di
H. Geyer [43], al ﬁne mostrare con essi i contributi apportati alla modellizzazione
della dinamica del cammino dall'introduzione del camminatore ad arti ﬂessibili.
L'analisi della stabilità, sebbene complicata dalla presenza di più variabili
rispetto al caso più semplice studiato da Coleman [34], dimostra che tale modello
permette di descrivere traiettorie stabili e periodiche a seguito di un'adeguata
selezione dei parametri di rigidezza degli arti, direzione di atterraggio, ed energia
totale del sistema. In corrispondenza degli stati di punto ﬁsso, la dinamica
del sistema, valutata sulla base delle curve della forza di reazione al suolo,
degli spostamenti verticali e della compressione della molla, mostra risultati
confortanti e compatibili con le caratteristiche della camminata umana.
Risulta poi particolarmente importante sottolineare anche il fatto che il mod-
ello introdotto da H. Geyer[43], permette di descrivere una fase, quella di doppio
appoggio, che non veniva minamamente presa in considerazione negli altri siste-
mi proprosti, e che rappresenta una caratteristica fondamentale che diﬀerenzia
la camminata dalle altre attività motorie come ad esempio la stessa corsa.
Per tutte queste ragioni, i risultati riassunti in questo capitolo non possono
essere trascurati, ed il sistama dinamico proposto da H. Geyer dovrà necessari-
amente essere assunto come punto di partenza per lo sviluppo di qualsiasi altro
camminatore passivo. Il modello che è stato formulato durante questo lavoro
di tesi, e che verrà presentato nei prossimi capitoli, procede proprio basandosi
sui risultati appena commentati, per introdurre ulteriori elementi passivi e altre
varizioni sulle scelta dei parametri più signiﬁcativi.
Capitolo 4
Formulazione e studio teorico
del modello.
4.1 Motivazioni.
In questo capitolo sarà introdotto il modello matematico che è stato formulato
durante questo lavoro di tesi.
L'obiettivo principale è dichiaratamente quello di aﬀrontare uno studio teori-
co in due dimensioni e costruire un modello in grado di riprodurre le caratteris-
tiche cinematiche fondamentali della deambulazione. Tale modello dovrà inoltre
risultare dinamicamente stabile, garantendo la possibilità di agganciare cicli lim-
ite di avanzamento. La caratteristica principale che diﬀerenzia il camminatore
che si sta per introdurre, è la presenza di smorzatori sulle aste di sostegno. Tale
accorgimento è stato preso tenendo conto del fatto che gli arti inferiori danno lu-
ogo a di fenomeni di dissipazione durante lo spostamento, così come evidenziato
nei capitoli precedenti. Un modello che si pone l'obiettivo di rappresentare più
realisticamente possibile la camminata non può essere sviluppato sulla base di
un sistema ﬁsico conservativo. Necessariamente quello in questione deve essere
un modello in grado di scambiare energia. Se da una parte quello proposto da
Coleman [34] non produce risultati ottimali in termini di reazione vincolare al
suolo, quello di Geyer [43] non prevede la possibilità di disperdere energia.
Il modello che si andrà ad introdurre è stato pensato con l'intenzione di
colmare in qualche modo le carenze dei precedenti, introducendo anche la pos-
sibilità di valutare le caratteristiche smorzanti degli arti inferiori.
4.2 Descrizionde del Modello.
Come si è già avuto modo di anticipare in questa sezione si andrà a prendere in
considerazione un modello di camminatore bipede in due dimensioni dotato di
elementi elasto-smorzanti sugli arti (vedi Figura 4.1).
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Figura 4.1: Modello matematico introdotto.
Il sistema proposto è composto da due aste prive di massa, connesse per un
solo vertice e libere di ruotare intorno ad esso. La massa m è concentrata nel
punto di congiunzione delle aste che simulano gli arti inferiori. Quest'ultimi
presentano una lunghezza a riposo pari ad l0 , ed hanno proprietà elastiche ed
elementi dissipativi che vengono modellizzati attraverso l'introduzione di una
molla di costante elastica k ed uno smorzatore di costante b posti in parallelo.
Durante la fase di appoggio su un singolo arto, il moto del punto al vertice
non è più approssimabile a quello di un pendolo inverso incernierato al piano, a
meno che le costanti k e b siano scelte in modo da ottenere arti estremamente
rigidi e con proprietà dissipative trascurabili. Questo signiﬁca che nella situ-
azione limite in cui k → ∞ e b → 0 si dovrà ottenere, nella fase di singolo
appoggio, la stessa soluzione veriﬁcata per il lavoro di Coleman nelle medesime
condizioni iniziali [34]. In situazioni diﬀerenti da tale limite invece, il moto del
punto al vertice sarà, nella maggior parte dei casi, molto diverso dal tipico arco
di circonferenza tracciato dal pendolo inverso durante la sua oscillazione attorno
al punto di contatto al suolo. Sarà quindi necessaria un'attenta selezione dei
parametri k, e b aﬃnchè la traiettoria del centro di massa del sistema possa
continuare ad essere confrontabile con quella del corpo umano.
Il modello è stato poi strutturato in modo da lasciare all'utente la possibilità
di scegliere l'ampiezza β del passo. Con ciò si intende che è possibile impostare
come variabile di ingresso l'apertura angolare β, misurata rispetto all'arto già
in appoggio, con cui l'arto successivo raggiungerà il suolo (vedi Figura 4.2).
Nell'istante in cui l'estremo libero dell'asta successiva a quella in appoggio,
entra in contatto con il piano, gli arti del camminatore formano con il suolo
un triangolo il cui vertice è ﬁssato dall'utente ad un valore. Dalla particolare
geometria del problema nell'istante descritto, si evince che ﬁssare l'apertura β
signiﬁca determinare univocamente la direzione α0 rispetto al piano, lungo la
quale si dispone l'arto successivo quando entra in contatto con il suolo. Detto
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infatti, l'angolo θ tra l'arto più arretrato ed il piano di appoggio, in base alla
regola della somma degli angoli interni ad un triangolo qualsiasi, il valore di α0
risulta:
α0 = pi − β − θ (4.1)
Ovviamente l'angolo θ, ovvero la direzione dell'arto in contatto con il piano
rispetto all'inclinazione del piano medesimo, non è noto a priori ma viene calco-
lato ad ogni istante in base ai risultati dell'integrazione numerica delle equazioni
del moto. Se (x, y) sono le coordinate della traiettoria del punto al vertice, che
emergono dalla suddetta integrazione, allora l'angolo θ, sarà calcolabile ad ogni
istante in base alla relazione θ = arctg(yt ). Si procede quindi in modo da calco-
lare ad ogni istante l'angolo θ durante la fase di singolo appoggio, ricavare α0
tramite l'eq. 4.1, ed arrestare l'integrazione quando la quota y, a cui si trova
il punto al vertice, vale proprio l0 sinα0. Quando tale circostanza si veriﬁca
signiﬁca per l'appunto che l'arto successivo ha toccato il piano con direzione α0
rispetto al medesimo.
Questo approccio è diverso da quello adottato da H. Geyer [45], ed illustrato
nel capitolo precedente. In questo caso infatti non è assolutamente detto che
l'arto successivo tocchi il suolo con direzione α0 predeﬁnita. L'angolo α0 varia
infatti al variare di θ, ed in linea di principio potrebbe essere diverso ad ogni
nuovo contatto.
Un altro aspetto decisivo è quello che riguarda l'angolo al vertice. Sebbene
questo punto, di particolare interesse, verrà ripreso più estesamente nel prosieguo
della trattazione, è da subito necessario sottolineare che a partire dall'istante
successivo a quello di contatto del secondo arto al suolo, viene a mancare qualsi-
asi vincolo angolare al vertice. Durante tutta la fase di doppio appoggio infatti,
le aste sono libere di ruotare attorno al loro punto di congiunzione, oltre che
attorno ai loro punti di contatto con il piano. Il parametro β risulta quindi
utile a deﬁnire l'ampiezza dell'angolo compreso tra gli arti ma non esprime al-
cun vincolo sul moto, come invece avveniva nel caso della ruota a raggi privata
di cerchione [34]. Questo è un aspetto importante in quanto rappresenta la
principale caratteristica che fa diﬀerire il modello che si sta introducendo dai
modelli derivati dalla ruota a raggi. In questo senso infatti, quello presentato,
ha elementi in comune anche con la classe dei dispositivi detti a compasso,
come ad esempio quello studiato da McGeer [37]. Tuttavia anche in questo caso
ci sono diﬀerenze da sottolineare.
Nei modelli a compasso infatti, solitamente vengono inserite delle masse sulle
estremità libere delle aste in modo da modellizzare la presenza di un vero e pro-
prio piede alla ﬁne dell'arto. Questo permette di sfruttare l'inerzia che deriva
dall'oscillazione in avanti di un arto attorno al vertice (articolazione dell'anca),
mentre l'altro rimane in appoggio. Proprio per questo motivo, in quei modelli
viene posta una scrupolosa attenzione allo studio della fase di oscillazione del-
l'arto, ed ai meccanismi di urto del piede con il suolo, che si traduce in una
perdita di energia del sistema.
Al contrario nel modello che si sta descrivendo gli arti sono del tutto privi
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Figura 4.2: Modello nell'istante di contatto del secondo arto al suolo.
di massa, non contribuiscono al moto durante la fase di oscillazione, e non si
è quindi interessati alla descrizione della loro traiettoria. In questa trattazione
infatti, ci si occuperà di descrivere solo la cinematica del punto al vertice senza
prendere in considerazione le traiettorie descritte dagli estremi liberi degli arti.
In questo senso, il sistema che si va a descrivere appartiene alla stessa classe
del modello ad arti ﬂessibili di Geyer [43]. Infatti in entrambi i casi si ha a che
fare con un camminatore in cui si ﬁssa unicamente, seppur secondo strategie
diverse, la direzione con cui atterra l'arto distaccato da terra, senza prendere in
considerazione la sua precedente fase di oscillazione attorno al vertice.
É poi necessario considerare che il modello presentato, verrà studiato nel
suo moto di caduta lungo un piano inclinato di pendenza γ. L'obiettivo prin-
cipale di questa parte ﬁnale del lavoro è infatti quello di costruire un modello
di camminatore bipede, che si adatti alle caratteristiche della deambulazione
umana, e che presenti un ciclo di avanzamento stabile. Dal momento che sono
stati inseriti degli elementi dissipativi su ogni arto, l'energia totale del sistema
non si conserva durante il moto, e si ha la necessità di bilanciare tali perdite
somministrando in qualche modo energia al dispositivo.
Seguendo l'esempio di Coleman [34], il modo più semplice per ottenere tale
risultato, è quello di far avanzare il camminatore in discesa lungo un piano
inclinato. Così facendo, il progressivo abbassamento del centro di massa, per-
mette la conversione dell'energia potenziale gravitazionale in energia cinetica,
e produce un conseguente aumento della velocità del sistema che compensa le
perdite dovute alla presenza degli smorzatori. Analogamente nel corpo umano,
è il sistema metabolico a fornire l'energia necessaria a sostenere la locomozione
bilanciando sia le perdite per dissipazione, ma anche quelle dovute all'attrito ed
alle collisioni con il suolo.
Come si è già avuto modo di ripetere più volte, la camminata è una attività
motoria estremamente eﬃciente, ed ottimizzata aﬃnché si abbia un bassissi-
mo consumo metabolico. Tale aspetto dovrà quindi necessariamente tradursi,
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per analogia, nell'introduzione di un piano inclinato dalla pendenza partico-
larmente dolce. In questo senso la bassa pendenza, suﬃciente a sostenere un
ciclo di avanzamento stabile del camminatore, diventa un paradigma della sua
eﬃcienza energetica. Inoltre il fatto che le inclinazioni del piano, che verranno
utilizzate, abbiano il valore di pochi gradi, permette di non alterare le capacità
del modello di riprodurre l'attività locomotoria umana in piano. Si faccia in
questo senso riferimento al lavoro di A.E. Minetti et all [35], nel quale si sta-
bilisce che per pendenze del piano comprese tra±15% il moto del centro di massa
può continuare ad essere approssimato attraverso il modello del pendolo inverso.
L'introduzione del piano inclinato risulta quindi un artiﬁcio semlice ed intelli-
gente per continuare a fornire energia al sistema senza alterare la cinematica del
modello.
Prima di passare poi ad un vero e proprio studio delle equazioni del mo-
to, risulta particolarmente utile, descrivere per sommi capi quelle che sono le
peculiarità e le approssimazioni introdotte con questo dispositivo:
 Il sistema è composto da due aste di massa trascurabile con elementi
elasto-smorzanti, congiunte nel punto di vertice.
 Nel vertice, che viene assunto puntiforme, si concentra tutta la massa m
del dispositivo.
 Il sistema è bidimensionale e si sposta lungo un piano inclinato di pendenza
γ lungo la direzione di avanzamento in discesa.
 Le aste di lunghezza a riposo pari a l0 possono estendersi e ridursi solo
telescopicamente. Non possono quindi piegarsi o ﬂettersi su se stesse.
H. Geyer [43] ha già dimostrato che un sistema ad arti telescopici può
riprodurre la cinematica della locomozione senza l'introduzione di ulteriori
gradi di libertà (come ad esempio l'articolazione del ginocchio).
 Il contatto delle aste con il piano è puntiforme. Esse si considerano in-
cernierate nel punto di contatto, e possono solo ruotare rispetto ad esso.
Non è ammessa la possibilità di scivolamento del sistema lungo il piano.
 Si ignora ogni forma di attrito o di resistenza dell'aria. Durante il moto
l'unica possibilità di perdita di energia è rappresentata dall'azione degli
smorzatori.
 Il moto nella fase di appoggio su un unica asta è paragonabile a quello
di un pendolo inverso condizionato dalla presenza di una molla e uno
smorzatore sul sostegno.
 L'utente è in grado di selezionare arbitrariamente l'apertura β dell'angolo
al vertice. Tale angolo condiziona la direzione con cui l'arto successivo
collide con il suolo (vedi eq. 4.1), ma varia negli istanti seguenti a quello
del contatto.
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Figura 4.3: Fase di singolo appoggio. Si visualizzano soltanto gli arti di interesse.
 Avvenuto il contatto della seconda asta con il piano, entrambi i sostegni
rimangono in appoggio. Durante questa fase, detta di doppio appog-
gio, le aste sono libere di ruotare sia rispetto al punto di congiunzione
sia rispetto ai loro rispettivi punti di contatto con il piano. L'apertura
dell'angolo al vertice varierà quindi nel tempo in accordo con il bilancio
delle forze applicate.
4.3 Equazioni del moto.
Così come nel caso del camminatore descritto da H. Geyer [45] nel capitolo
precedente, è necessario suddividere la descrizione nelle varie fasi del ciclo della
falcata. Verrà quindi descritta per prima la fase di appoggio su un solo sosteg-
no, per passare dunque, prima alle condizioni di transizione al momento del
contatto, poi alla fase di doppio appoggio, ed inﬁne alle ipotesi da soddisfare
per ricominciare il ciclo con una nuova fase di appoggio su un arto diverso da
quello iniziale. In questo modo verrà esaurita la trattazione del moto del punto
al vertice durante un intero ciclo del passo. Iterando la procedura sarà perciò
possibile derivare la cinematica del centro di massa per tutta la durata della
simulazione.
Si prende quindi in considerazione la fase di appoggio su una singola asta.
Siano (x, y) le coordinate del punto al vertice. Lo studio delle equazioni del moto
di quest'ultimo verrà quindi eseguito all'interno di un sistema di riferimento
(x, y)R solidale al camminatore, con l'origine nel punto di contatto con il piano
della gamba più arretrata, l'asse delle ascisse parallelo alla superﬁcie del piano
inclinato, e l'asse delle ordinate perpendicolare a quest'ultima (vedi Figura 4.3).
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In questa fase il moto del punto di vertice è regolato dalle seguenti equazioni:




















Dove si possono notare i contributi della forza peso mg, che agisce lungo la
verticale, della forza elastica k(l0 −
√
x2 + y2), e della forza viscosa −b xx˙+yy˙√
x2+y2
che agiscono invece lungo la direzione dell'arto in contatto. Sono stati poi
selezionate le opportune componenti di tali contributi esprimendo il sin θ ed




in modo da formulare
le equazioni in funzione delle sole coordinate spaziali (x, y). La fase di singolo
appoggio avrà termine non appena l'estremità libera dell'arto successivo a quello
già in contatto, atterrerà al suolo. Una volta selezionato l'angolo di apertura
al vertice β, la direzione di atterraggio α0 risulta univocamente determinata in
base all'eq. 4.1 :
α0 = pi − β − θ
La condizione di transizione alla fase di doppio appoggio si traduce quindi nella
seguente forma:
y = l0 sinα0 (4.4)
Le ragioni per cui l'evento di atterraggio al suolo non determinano alcun
fenomeno dissipativo dell'energia del sistema sono un punto importante della
formulazione di questo modello e verranno discusse con maggiore attenzione nel
prossimo paragrafo a ciò dedicato. Per il momento si dia per dimostrato che
non si veriﬁca alcuna collisione con il piano che produca una signiﬁcativa perdita
di energia cinetica. Questo signiﬁca che il sistema comincerà la fase di doppio
appoggio mantenendo nell'istante iniziale la medesima velocità, in modulo e
direzione, con cui ha terminato la fase di singolo appoggio.
















(d− x)2 + y2)− b−(d− x)x˙+ yy˙√
(d− x)2 + y2
}
d− x√
(d− x)2 + y2 (4.5)
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(d− x)2 + y2)− b−(d− x)x˙+ yy˙√
(d− x)2 + y2
}
y√
(d− x)2 + y2 (4.6)
Dove il parametro d indica la distanza tra il punto di contatto dell'arto in
avanti rispetto a quello dell'arto più arretrato. Anche in questo caso le equazioni
sono studiate nel sistema di coordinate (x, y)R solidale con il camminatore, con
origine nel punto in cui l'arto più indietro è incernierato al piano (vedi Figura
4.4).
Inoltre le componenti delle forze prese in considerazione sono espresse in fun-
zione delle coordinate del punto al vertice, dei parametri del sistema k, b, m, l0, d, γ,
e della costante g di accelerazione gravitazionale. Come si può osservare la fase
di doppio appoggio è completamente descritta da questo sistema di equazioni
diﬀerenziali integrabili numericamente.
Per rintracciare l'istante di distacco dal suolo dell'arto più arretrato, ed il
conseguente inizio della fase di singolo appoggio sul sostegno successivo, non
è più suﬃciente imporre la medesima condizione utilizzata da H. Geyer [45].
Quest'ultimo nel suo modello ad arti elastici, ma privi di smorzatori, aveva cor-
rettamente previsto che il sostegno più indietro si sarebbe sollevato non appena
la molla si fosse estesa ﬁno a raggiungere la sua lunghezza di riposo. Questo
evento era dunque espresso matematicamente dalla condizione geometrica:
x2 + y2 = l20 (4.7)
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Questa stessa condizione non può però in alcun modo essere utile nel caso in
cui si utilizzi un modello come quello presentato. Questo perché la presenza di
uno smorzatore su ogni arto rende la risposta della molla posta in parallelo non
istantanea. Ciò si traduce quindi nella possibilità che il sostegno si distacchi dal
suolo quando la molla ad esso connessa non ha ancora raggiunto la lunghezza
di riposo. Per superare questa situazione si è dunque deciso di imporre la
condizione di distacco al suolo nell'istante in cui si annulla la forza di reazione
al piano nel punto in cui è connesso l'arto più arretrato.
Tale condizione nel caso del modello ad arti ﬂessibili di Geyer [45], può essere
espressa come segue:
FN = k(l0 −
√
x2 + y2) (4.8)
Tale condizione risulta quindi esattamente equivalente a quella introdotta
dallo stesso Geyer [45] (vedi eq. 4.7). Nel caso invece in cui si prenda in
considerazione il modello proposto in questo capitolo, la forza di reazione al
piano, nel punto in cui è connesso l'arto più arretrato, assume la forma:
FN = k(l0 −
√
x2 + y2)− b xx˙+ yy˙√
x2 + y2
(4.9)
La condizione di distacco dell'arto più arretrato si traduce quindi nel modo
seguente:
FN = 0 (4.10)
Nell'istante in cui si veriﬁca la circostanza espressa dall'eq. 4.10, l'arto
indietro si solleva dalla superﬁcie di contatto, mettendo ﬁne alla fase di doppio
appoggio e dando inizio alla successiva fase di appoggio singolo sul sostegno in
avanti.
É opportuno poi notare che la fase di doppio appoggio, aﬃnché il cammi-
natore possa proseguire, deve necessariamente avere termine quando il centro
di massa del sistema si trova già oltre la retta perpendicolare al piano e pas-
sante per il punto (x, y)R = (d2 , 0). Con ciò si intende sottolineare la necessità
che durante la fase di doppio appoggio si abbia il passaggio del carico dall'arto
indietro a quello in avanti, che dovrà sostenerlo per tutta la successiva fase di
singolo appoggio. Questo è quello che accade infatti nella reale dinamica della
camminata, nell'istante in cui la gamba sollevata termina la sua oscillazione at-
torno all'articolazione dell'anca, e atterra al suolo dando luogo ad una fase di
accettazione del carico.
Nel prosieguo della trattazione si aﬀronterà la questione già più volte riman-
data legata all'assenza di un vincolo angolare rigido al vertice nella fase di doppio
appoggio. Si osserverà inoltre come questo accorgimento sia connesso all'assen-
za di fenomeni di dissipazione al momento del contatto dell'arto successivo al
suolo.
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Figura 4.5: Modello con apertura angolare ﬁssa.
4.4 Vincolo angolare nel punto di congiunzione
degli arti.
L'assenza di un vincolo angolare rigido nel punto di congiunzione delle aste
di sostegno è un aspetto del modello che, nel corso di questa discussione, si
è già avuto modo più volte di prendere in considerazione, ribadendone ogni
volta l'importanza. In questo paragrafo verranno quindi discusse con particolare
attenzione le motivazioni che hanno condotto a questa scelta. Si prenda dunque
in esame la situazione opposta in cui questo vincolo è stato introdotto. Il modello
presentato assomiglierebbe molto di più quindi ad una ruota privata di cerchione
con raggi dotati di elementi elasto-smorzanti. L'apertura angolare nel vertice
tra un asta e la successiva, che in questo caso verrà detta σ, indicherebbe quindi
il numero di raggi di cui sarebbe composta la ruota.
Un apertura angolare σ = 60° individua quindi, secondo questa logica, una
ruota formata da 6 raggi, mentre un angolo σ = 45° corrisponde ad una ruota
di 8 raggi, e così continuando senza trascurare la possibilità che il numero di
raggi possa risultare non intero. Si noti infatti che anche quest'ultima soluzione
potrebbe comunque essere accettata nei limiti di un modello puramente teorico.
É necessario notare che ﬁssare σ non comporta solo il fatto di vincolare la
direzione con cui l'arto successivo atterra sul piano alla ﬁne di una fase di
singolo appoggio. Infatti in questa situazione la distanza angolare tra le due
aste in contatto resta necessariamente costante e pari a σ anche durante tutta la
fase di doppio appoggio, esprimendo un vincolo che condiziona il moto di tutto
il sistema. I due raggi risultano infatti i questa condizione, liberi di ruotare
rispetto ai loro punti di contatto al suolo ma non rispetto al loro punto di
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Figura 4.6: Camminatore in conﬁguarazione triangolare. Si rappresentano solo
le due aste in appoggio anche nel caso in cui si tratti di una ruota completa.
congiunzione nel centro della ruota.
Si immagini in questo momento quindi, di osservare un fermo immagine del
camminatore (di cui si rappresentano solo le due aste in appoggio anche nel caso
in cui si trattasse di una ruota completa) durante un istante qualsiasi della fase
di doppio contatto con il piano (sia pure inclinato o meno).
Il sistema descritto, infatti, dal momento del contatto del secondo arto con
il suolo ﬁno al momento di distacco di quello più arretrato si trova in una
conﬁgurazione geometrica triangolare.
Dal momento che l'angolo al centro è poi ﬁssato ad una valore ben preciso
σ, allora la cinematica del punto al vertice risulta completamente determinata
da una sola coordinata. Questo aspetto risulta di immediata comprensione se si
passa a studiare il sistema in coordinate polari (r, θ)R piuttosto che in coordinate
ortogonali (x, y)R. Se si indica con θ l'angolo formato dall'arto più arretrato
con il piano orizzontale, allora in ciascun istante della fase di doppio appoggio
risulta univocamente determinato anche l'angolo, detto δ, formato tra l'altro
arto in appoggio ed il piano (vedi Figura 4.6). Infatti in base alla regola della
somma degli angoli interni ad un generico triangolo si ha:
δ = pi − θ − σ (4.11)
É importante sottolineare che, nel caso in cui il vincolo angolare sia man-
tenuto, la condizione espressa dall'eq. 4.11 non è valida soltanto nell'istante di
atterraggio della seconda asta al suolo, ma anche durante tutta la fase di doppio
appoggio.
Ma in questa fase, una volta noti θ(t) e δ, sono automaticamente determinate
in modo univoco le direzioni lungo le quali in ogni istante sono disposte le aste
che rappresentano gli arti inferiori del modello. Quindi, secondo questa logica,
sarebbe solo necessario tracciare delle linee nelle direzioni θ(t) e δ, ed osservare
il punto in cui si intercettano, per conoscere in ogni instante la posizione del
centro di massa durante tutta la fase di doppio appoggio.
Questo signiﬁca che, imponendo tale vincolo angolare, l'intera descrizione
cinematica del moto potrebbe essere conseguita analizzando una sola coor-
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dinata, ed ottenendo l'andamento dell'altra sulla base solo di considerazioni
geometriche.
Tornando alla rappresentazione in coordinate ortogonali (x, y)R, ed indi-
cando con (x, y) la posizione del punto al vertice, risulta, da quanto appena
commentato, che è suﬃciente soltanto una (ad esempio la prima) delle eq. 4.5
ed eq. 4.6. I corrispondenti valori dell'altra coordinata potrebbero essere va-
lutati per descrivere l'intera cinematica del sistema, utilizzando ad esempio il
teorema di Carnot (o del coseno), in base al quale:
(
√
x2 + y2)2 = (
√
(d− x)2 + y2)2 + d2 − 2d
√
(d− x)2 + y2 (4.12)
Dal momento che la variabile d, che è la distanza tra i punti di contatto al
suolo del camminatore, è nota dall'evoluzione della fase precedente di singolo
appoggio, allora le coordinate del punto al vertice risultano legate da questo
vincolo nella successiva fase di doppio appoggio.
Osservano la conﬁgurazione del sistema (vedi Figura 4.6) è poi possibile
derivare anche altre relazioni geometriche esprimibili in termini di equazioni di
grado inferiore. Ad esempio si considerino le uguaglianze:
δ = pi − θ − σ = arctg( y





Dalla cui somma risulta:
θ + (pi − θ − σ) = arctg( y




Calcolando la tangente di entrambi i membri, e riordinando i termini, si ottiene
una seconda relazione più semplice che lega le coordinate cartesiane:
y2 − d
tg(σ)
y + x2 − xd = 0 (4.16)
Integrando quindi il sistema formato da una delle eq.4.5 ed eq. 4.6 dal-
l'equazione 4.15 si ricava la traiettoria del centro di massa durante il doppio
appoggio.















(d− x)2 + y2)− b−(d− x)x˙+ yy˙√
(d− x)2 + y2
}
d− x√
(d− x)2 + y2 (4.17)
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Figura 4.7: Traiettoria che il punto al vertice dovrebbe compiere in accordo con
l'eq. 4.18, se l'angolo di apertura σ fosse costante durante tutta la fase di doppio
appoggio. Per semplicità nella rappresentazione si è evitato di raﬃgurare gli
elementi elasto-sorzanti sugli arti, che comunque continuano ad essere presenti.
Come si osserva, la traiettoria in blu non è compatibile con quella che il centro






2 − 4x2 + 4xd
2
(4.18)
Risolvendo tali equazioni, ci si trova davanti ad un fenomeno non desider-
ato. Infatti la condizione di vincolo angolare, e le relazioni geometriche che
ne derivano, non consentono alle aste di ruotare attorno al loro punto di con-
giunzione. Questo impone automaticamente al punto al vertice di muoversi
lungo una traiettoria descritta dalla seconda delle equazioni eq. 4.17 e 4.18.
Tale punto si trova infatti nell'impossibilità di ridurre la propria quota, poiché
questo comporterebbe necessariamente una progressiva dilatazione dell'angolo
al centro, essendo le altre due estremità degli arti incernierate al suolo.
Dal momento che l'eq. 4.16 è l'equazione di una circonferenza con centro
nell'origine degli assi, allora, nel caso in cui sia attivo il vincolo di apertura
angolare costante il punto al vertice descrive un arco di circonferenza rivolto
verso il basso. Il fatto che il centro di massa si sollevi ad una quota più alta
(rispetto a quella con cui si è concluso il singolo appoggio) durante la fase di
doppio appoggio è tuttavia una circostanza fortemente non realistica. Infatti
proprio durante la fase di doppio appoggio il centro di massa del corpo umano
viene a trovarsi nel minimo della sua quota (vedi Figura 4.8). Nella situazione
appena descritta invece, in quella fase il centro di massa viene a compiere una
traiettoria di concavità opposta a quella reale, che presenta un massimo locale
piuttosto che un minimo locale. Inoltre ammettendo la rigidità dell'apertura
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Figura 4.8: Traiettoria del punto al vertice nel caso in cui l'angolo di apertura
σ tra gli arti non costituisca un vincolo, ma possa variare nel tempo. Aﬃnchè il
centro di massa possa abbassarsi durante la fase di doppio appoggio, mantenen-
do in contatto con il suolo entrambe le estremità opposte degli arti, è necessario
che l'angolo σ possa dilatarsi e ridursi. In altre parole gli arti devono essere
liberi di ruotare rispetto al punto di conginzione.
angolare al vertice si verrebbero a creare delle discontinuità nei punti di raccordo
tra le fasi di singolo e di doppio appoggio, che non troverebbero spiegazione
alcuna nella dinamica della camminata reale.
L'eliminazione del suddetto vincolo angolare presenta poi un altro indis-
cutibile vantaggio che si aggiunge alla necessità di una riproduzione più realisti-
ca della cinematica. Nel caso in cui venga rimosso tale vincolo, infatti, il punto
al vertice anche durante la fase di doppio appoggio mantiene esattamente gli
stessi gradi di libertà che aveva nella precedente fase di singolo appoggio. La
sua cinematica torna infatti a dover essere descritta utilizzando entrambe le co-
ordinate del sistema ortogonale. Questo signiﬁca che, come avviene ad esempio
nel modello di Geyer [43], non si ha alcuna dissipazione di energia nel momento
del contatto di una asta con il suolo.
La massa al vertice e l'arto ad essa collegato non rappresentano un corpo
rigido in cui si ha trasmissione dell'impulso. La presenza di molle sull'arto,
l'assenza del vincolo angolare, e l'assenza di masse sulla aste medesime escludono
la possibilità che sussistano fenomeni dissipativi al momento del contatto di un
arto con il suolo. Le uniche dispersioni di energia restano quindi soltanto quelle
collegate alla presenza degli smorzatori.
Al contrario nel caso in cui si dovesse inserire il vincolo angolare, si dovreb-
bero discutere anche le condizioni di transizione tra gli stati del sistema prima
e dopo la collisione.
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Queste sono quindi le sostanziali motivazioni che hanno portato alla formu-
lazione di un modello a compasso, in cui si lascia all'utente la possibilità di
impostare la direzione di atterraggio dell'arto, ma al contempo non si impone
la rigidità dell'angolo al vertice durante la fase di doppio appoggio.
Si è resa necessaria questa serie di precisazioni per sottolineare le diﬀerenze
che intercorrono tra il modello proposto in questa tesi ed altri sistemi dinam-
ici, che si trovano in letteratura [48], e che tuttavia trascurano comunque di
analizzare la stabilità del camminatore.
4.5 Analisi della stabilità del sistema.
Così come per i modelli analizzati e studiati in precedenza anche in questo caso
è stato necessario formulare una mappa di Poincarè del sistema che possa fornire
informazioni sui domini di stabilità del modello.
Prima di procedere oltre, è necessario ricordare che qualsiasi stato ﬁsico in cui
il punto al vertice del sistema viene introdotto, viene univocamente determinato
nello spazio una volta noto l'insieme delle seguenti coordinate:
Stato = [x, y, x˙, y˙]rel (4.19)
dove con (x, y)rel si indicano le coordinate del punto al vertice, e con (x˙, y˙)rel
le componenti della velocità lungo i due assi cartesiani. Sia poi chiaro al lettore
che qualsiasi insieme di coordinate [x, y, x˙, y˙] venga preso in considerazione in
questo contesto (e nei capitoli seguenti), è da intendersi associato al sistema di
riferimento solidale al camminatore, e con l'origine posta nel punto di contatto
al suolo dell'arto più arretrato (vedi Figura 4.3 e Figura 4.4). Nel prosieguo della
descrizione si trascurerà quindi di apporre il pedice rel , lasciandolo sottointeso
salvo nei casi di diversa indicazione.
A questo punto è necessario tenere presente il numero considerevole di parametri
e costanti ﬁsiche che contribuiscono a deﬁnire il modello:
k, b, m, l0, β, γ (4.20)
A cui si aggiungono le condizioni iniziali in cui si trova il sistema all'istante
t = 0 in cui ha inizio la simulazione:
Statot0 = [x0, y0, x˙0, y˙0] (4.21)
Per ogni scelta, quindi, di questo set di parametri (eq. 4.20) e per ogni
scelta dell'insieme delle condizioni a contorno (eq. 4.21), si avrebbe una mappa
di primo ritorno del sistema diversa, e diverse conclusioni da trarre sulla stabilità
di quest'ultimo.
Appare chiaro quindi che sia necessario ridurre il numero di variabili rispetto
alle quali si vuole condurre un'indagine. Per questo motivo prima di procedere
ad una veriﬁca formale attraverso lo studio della mappa di Poincarè, si è preferi-
to osservare le capacità di spostamento del modello in funzione di un selezionato
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numero di variabili. In questo senso, si sono ﬁssati m = 80 kg e l0 = 1m , in mo-
do che tali parametri fossero compatibili con il peso e la lunghezza degli arti di
un adulto di corporatura media. L'angolo al vertice, che determina la direzione
di atterraggio dell'arto successivo, è stato invece scelto pari a β = 30°, compati-
bilmente con le capacità umane. Questo riduce il numero dei parametri ancora
da selezionare a k, b, γ. Ad ogni diversa scelta di questi ultimi corrisponderà
una diversa mappa di Poincarè.
Il modo convenzionale di procedere a questo punto sarebbe quello di far
variare lo stato iniziale del sistema Statot0 = [x0, y0, x˙0, y˙0], costruendo per
ogni scelta di k, b, γ una diversa mappa di primo ritorno.
Tuttavia campionare tutto lo spazio dei parametri k, b, γ , in modo indis-
criminato e senza una strategia preferenziale, è un approccio pocofunzionale,
oltre che computazionalemte diﬃcile da sostenere. Occorre quindi deﬁnire un
criterio che, in modo euristico, possa permettere di valutare velocemente quali
siano grossolanamente le regioni dello spazio dei parametri in cui si abbia mag-
giore probabilità di rintracciare una condizione di stabilità dinamica. A tale
scopo si realizza un algoritmo in ambiente Matlab, in grado di eseguire un test
semplice ed in accordo con la letteratura [43] sulla stabilità della camminata al
variare dei parametri restanti: k, b, γ . Una volta ﬁssato lo stato iniziale del
sistema Statot0 = [x0, y0, x˙0, y˙0], si individuano e si prendono in considerazione
solo i set di parametri k, b, γ che assicurano la possibilità di ottenere una cam-
minata stabile per almeno 100 passi. Questo limite è stato selezionato sulla
base di altre pubblicazioni [43], ed ha permesso di esplorare in modo più o meno
approssimativo quale fosse la regione dello spazio dei parametri in cui eseguire
un test più formale basato sullo studio della mappa di Poincarè.
Al termine di questa prima procedura si è scelto di riprodurre la map-
pa di primo ritorno per una scelta dei parametri data da k = 14000 Nm , b =
100 N ·sm , γ = 1
◦. In questa fase non si è interessati a capire se il set di parametri
scelto possa essere o meno considerato realistico se confrontato con i dati a
disposizione in letteratura sulla rigidezza degli arti inferiori. Nel prossimo capi-
tolo, a ciò dedicato, saranno aﬀrontate tali tematiche. Per il momento si cerca
soltanto di comprendere se esiste o meno un set di parametri, arbitrariamente
scelto, per il quale il sistema presenti almeno un punto ﬁsso stabile sulla mappa
di Poincarè. A questo punto è stato implementato l'algoritmo che esprime la
mappa di Poincarè, facendo variare di poco i valori dello stato iniziale attorno
alle condizioni selezionate in Statot0. L'algoritmo implementato agisce dunque
nel modo seguente, al variare dello stato iniziale attorno a Statot0:
1. L'input iniziale è rappresentato dalle coordinate iniziali [x1, y1, x˙1, y˙1]
che indicano un generico stato durante la fase di singolo appoggio di poco
variato rispetto a Statot0.
2. Si integrano poi numericamente le equazioni del moto del singolo appoggio
ﬁno alla collisione della gamba successiva con il suolo. A questo punto si
estraggono le coordinate [x2, y2, x˙2, y˙2] alla ﬁne dell'integrazione. Si ricor-
di poi che nel momento del contatto la coordinata y2 può essere espressa
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in funzione di x2, y2 = f(x2) sfruttando ad esempio il Teorema di Carnot
(eq. 4.12). Scegliendo l'istante del contatto al suolo come evento in cui
osservare lo stato del sistema, permette quindi di avere una mappa di
Poincarè a tre dimensioni piuttosto che a quattro. Il punto [x2, x˙2, y˙2]
sarà quindi il primo ad essere registrato sulla mappa.
3. Si passano le coordinate al punto precedente , [x2, f(x2), x˙2, y˙2], come
condizioni iniziali per l'integrazione numerica della fase successiva di doppio
appoggio. L'integrazione termina quando la reazione vincolare al piano
della gamba più arretrata raggiunge il valore nullo. Si estraggono quindi
le coordinate del centro di massa [x3, y3, x˙3, y˙3] alla ﬁne dell'integrazione.
4. Si passano le coordinate [x3, y3, x˙3, y˙3] come condizioni iniziali per l'in-
tegrazione del singolo appoggio. Si arresta l'integrazione nel momento
di contatto al suolo della gamba successiva e si estraggono le coordinate
in quello stato [x4, x˙4, y˙4]. Questo sarà il secondo punto sulla mappa di
Poincarè.
5. Si procede quindi iterando la procedura dal punto 3, per un numero di
iterazioni suﬃcienti.
6. Si itera poi l'intero algoritmo ricominciando dal punto 1, con un nuovo set
di condizioni iniziali.
Si noti che l'algoritmo descritto, a cui ci si riferirà nel prosieguo della trattazione
con la lettera P , esprime realmente una Mappa di Poincarè dal momento che
l'analisi della ricorrenza è del tutto indipendente dalle variabili temporali. La
procedura P , una volta implementata, permette di conoscere lo stato del sistema
in corrispondenza dell'(i+1)-esimo contatto al suolo del secondo arto, fornendo
come input lo stato all'i-esimo contatto:
P ( [x, x˙, y˙]i ) = [x, x˙, y˙]i+1 (4.22)
Si tracciano quindi sullo stesso graﬁco, tutti i punti [x, x˙, y˙]i che emer-
gono dall'iterazione dell'algoritmo P al variare delle condizioni iniziali dello
Statot0 = [x0, y0, x˙0, y˙0]. In questo modo, si ottiene, ad esempio per una scelta
k = 14000 Nm , b = 100
N ·s
m , γ = 1
◦, la mappa di primo ritorno mostrata in
Figura 4.9.
A questo punto è necessario veriﬁcare se il sistama converge verso un punto
ﬁsso. Tale indagine può essere compiuta solo veriﬁcando punto per punto, in
quale di essi sussista la condizione per cui:
P ( [x, x˙, y˙]∗ ) = [x, x˙, y˙]∗ (4.23)
I punti in cui tale condizione risulta veriﬁcata saranno quindi i punti ﬁssi
della Mappa di Poincarè. Nel caso in questione, si veriﬁca l'esistenza di un
punto ﬁsso in corrispondenza del punto di coordinate:






CAPITOLO 4. FORMULAZIONE E STUDIO TEORICO DELMODELLO.107
Figura 4.9: Mappa di Poincarè studiata per k = 14000Nm , b = 100
N ·s
m , γ =
1◦. Si mostrano una serie di ingrandimenti progressivi, che portano inﬁne ad
evidenziare la presenza di un punto ﬁsso (in rosso).
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A cui corrisponde il seguente valore della coordinata y = 0.9476m, in base alla
relazione espressa dal Teorema di Carnot (eq. 4.12).
Da questo momento per tutto il resto della trattazione, ogni volta in cui si
dovrà mostrare l'insieme di coordinate che formano lo stato del sistema in un
punto ﬁsso della mappa di Poincarè, si indicherà anche la coordinata y. Questo
perchè, sebbene essa non compaia esplicitamente nella suddetta Mappa a tre
dimensioni, è facilmente ricavabile dalla corrispondente coordinata x. Infatti
solo nell'istante, in cui avviente il contatto tra la gamba succssiva a quella in
appoggio ed il piano, l'angolo β è noto, e si può quindi utilizzare una delle
realzioni algebriche di cui sopra (eq. 4.12 ed eq. 4.18). In questo caso speciﬁco
si scriverà:






A questo punto risulta necessario discutere la stabilità del suddetto punto
ﬁsso. A tale scopo, come si è già più volte anticipato, è necessario calcolare la























Dal momento che gli autovalori di tale matrice risultano tutti rispettare la con-
dizione ‖λ1,2,3‖ < 1, allora il punto Stato∗ è un punto ﬁsso stabile del sistema.
Questo signiﬁca che esiste almeno un insieme di parametri, che permette al
camminatore di agganciare un ciclo limite di avanzamento. Ovvero il modello
proprosto all'interno di questo capitolo risulta dinamicamente stabile a patto di
scegliere opportunamente il set delle variabili k, b, m, l0, β, γ.
4.6 Conclusioni.
In questo capitolo si è introdotto il sistema dinamico che è stato sviluppato nel
corso di questo lavoro di tesi. La scelta di accoppiare degli smorzatori agli arti
elastici è giustiﬁcata dalla necessità di simulare le dissipazioni di energia che
si osservano durante il ciclo del passo. Un sistema conservativo, come quello
proposto da H. Geyer [43], non è in grado infatti di disperdere energia, nè di
recuperarla durante la progressione del centro di massa. In merito a quest'ultimo
aspetto, si è deciso di far avanzare il camminatore su un piano inclinato, in
modo da bilanciare le perdite di energia dovute agli smorzatori, con l'aumento
dell'energia cinetica causato dal progressivo abbassamento del centro di massa.
Il modello proposto è stato quindi sottoposto ad una analisi della stabilità.
La costruzione di una Mappa di Poincarè ha infatti permesso di veriﬁcare la
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presenza di almeno un punto ﬁsso stabile. Questo costituisce uno dei punti
fondamentali di questa trattazione. Dimostare che il camminatore sia dinami-
camente stabile, e quindi capace di agganciare un ciclo limite di avanzamento,
è infatti il punto di partenza per tutte le possibili analisi successive.
Come si può notare, in questa fase del lavoro, non si è posta attenzione al
fatto che la scelta dei parametri k, e b del modello, fosse o meno confrontabile
con le caratteristiche elasto-smorzanti degli arti inferiori umani. Questo perchè
si erà dapprima interessati a veriﬁcare che il modello rispondesse al requisito
fondamentale della stabilità dinamica.
Nel prossimo capitolo sarà invece aﬀrontata proprio la questione del con-





In questa ultima fase del lavoro si è cercato di capire se il modello realizzato, una
volta adeguato alle caratteristiche antropometriche, fosse in grado di fornire cicli
stabili di avanzamento a velocità diﬀerenti, compatibili con le capacità motorie
degli esseri umani.
Come anticipato nell'Introduzione, lo sviluppo di questo modello rientra in-
fatti in un contesto più ampio volto a valutare la possibilità di sostenere la
locomozione di soggetti in età avanzata o aﬀetti da patologie neuro-muscolo-
scheletriche, attraverso l'impiego di dispositivi meccanici passivi. Aﬃnché ciò
sia possibile è necessario passare attraverso una serie di traguardi intermedi.
Uno degli obiettivi principali risulta quindi, veriﬁcare se il modello teorico for-
mulato riesca a riprodurre alcune delle caratteristiche fondamentali, come la
velocità media e la cadenza, di una camminata umana. A questo scopo si è
fatto riferimento ad un set di dati sperimentali raccolti nel 2009 su un campione
di individui adulti e sani nell'ambito di un progetto di ricerca aﬃne [46]. In
questo capito saranno quindi messi a confronto i risultati prodotti dal modello
analizzato e le osservazioni sperimentali. Prima di procedere con tale confronto,
è necessario speciﬁcare i protocolli e le modalità con cui sono stati raccolti i
suddetti dati, contestualizzando l'ambito in cui sono stati utilizzati.
5.2 Dati sperimentali
Lo studio a cui si fa riferimento [46] è stato condotto nell'ambito dell'analisi
degli eﬀetti che l'invecchiamento e la variazione di velocità producono sulle ca-
pacità motorie degli individui. In particolare nel contesto di questo lavoro sono
stati posti in evidenza i problemi che emergono quando si mettono a confronto
dati relativi a campioni di soggetti giovani ed anziani che avanzano camminan-
do a velocità diverse ma selezionate in modo personale dagli individui stessi.
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Campione di individui giovani
Età 26.4± 2.3 anni
Altezza 1.70± 0.09m
Peso 62± 8Kg
Velocità sul suolo 1.18± 0.11 ms
Tabella 5.1: Dati anagraﬁci e riguardanti la corporatura dei soggetti analizzati
[46].
Aﬀrontando il problema con questa modalità di lavoro, sussiste il rischio che
i risultati siano inﬂuenzati dalla mancanza di controllo sugli eﬀetti combinati
di invecchiamento e variazione della velocità. Questo studio [46] è stato quindi
condotto prendendo in esame due gruppi di riferimento, uno costituito da indi-
vidui giovani, e l'altro composto da soggetti anziani. Sono stati quindi registrati
i dati relativi ai parametri motori durante la camminata di ciascun individuo
in movimento su una pedana mobile a cinque valori diversi di velocità control-
lata. Al ﬁne poi di rendere comparabili le velocità tra membri diversi è stata
introdotta una normalizzazione attraverso l'utilizzo del Numero di Froude Fr
[46] . Tale coeﬃciente corrisponde al rapporto tra l'energia cinetica e poten-
ziale ed è utilizzato, ad esempio, per descrivere il movimento geometricamente
simile di animali di dimensioni molto diverse. Difatti le dimensioni del corpo
sia di un uomo che di un animale sono importanti nel controllo del cammi-
no. Il Numero di Froude permette di pertanto di veriﬁcare il rapporto tra
dimensioni del corpo, e velocità di locomozione mettendo in relazione la forza
d'inerzia e la forza peso. In questo modo è possibile stabilire una comparazione
tra soggetti di taglia diﬀerente, esaminandoli durante la locomozione a velocità
dinamicamente equivalenti. Duqnue sono stati utilizzati cinque valori diversi
di Fr (Fr1 = 0.05, F r2 = 0.075, F r3 = 0.100, F r4 = 0.150, F r5 = 0.175 ) a




Fr · l · g (5.1)
dove l rappresenta la lunghezza degli arti inferiori dei soggetti, e g indica la
costante di accelerazione gravitazionale. Ogni soggetto è stato scelto in con-
dizioni di buona salute e selezionato in modo da escludere coloro che nel corso
della loro anamnesi presentassero evidenze di traumi posturali o patologie neuro-
muscolo-scheletriche. Tutti i partecipanti hanno quindi eseguito una cammina-
ta su tapis roulant alle cinque diﬀerenti velocità impostate. I dati relativi alla
loro attività motoria sono stati registrati utilizzando un protocollo di analisi
computerizzata del passo.
In Tabella 5.1 verranno riportati solo le misure riguardanti il gruppo di
riferimento formato da individui giovani, di cui si conoscono anche l'età media
e le caratteristiche antropometriche di maggiore importanti.
Più avanti si riportano invece i dati relativi alle cadenze, lunghezze del passo
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3.1 ID NumeroFr v [ms ] Cadenza [
passi
min ] Lfalcata[m] Lpasso[m]
G1 0.050 0.65 95.02 0.83 0.41
G2 0.050 0.62 92.37 0.81 0.41
G3 0.050 0.64 82.58 0.93 0.47
G4 0.050 0.68 86.77 0.94 0.47
G5 0.050 0.56 81.07 0.83 0.42
G6 0.050 0.60 83.29 0.86 0.43
G7 0.050 0.63 89.66 0.84 0.42
3.2 ID NumeroFr v [ms ] Cadenza [
passi
min ] Lfalcata[m] Lpasso[m]
G1 0.100 0.87 106.49 0.98 0.49
G2 0.100 0.86 103.32 0.99 0.50
G3 0.100 0.94 99.00 1.13 0.57
G4 0.100 0.94 104.20 1.08 0.54
G5 0.100 0.78 89.45 1.04 0.52
G6 0.100 0.83 105.35 0.95 0.47
G7 0.100 0.91 101.57 1.07 0.53
3.3 ID NumeroFr v [ms ] Cadenza [
passi
min ] Lfalcata[m] Lpasso[m]
G1 0.175 1.12 113.41 1.19 0.59
G2 0.175 1.24 113.47 1.31 0.66
G3 0.175 1.23 115.98 1.27 0.63
G4 0.175 1.01 102.59 1.18 0.59
G5 0.175 1.09 118.24 1.10 0.55
G6 0.175 1.14 114.40 1.20 0.60
Tabella 5.2: Dati registati sul campione di individui giovani alle velocità indicate
[46]. Si indicano con v la velocità, con Lfalcata la lunghezza della falcata, e
con Lpasso la lunghezza del passo. L'abbreviazione ID indica invece il codice
identiﬁcativo del soggetto.
e della falcata, che sono stati raccolti. Come è possibile osservare vengono
calcolate alla ﬁne di ogni set di dati, anche i valori medi e le relative deviazioni
standard dal valor medio.
5.3 Strategie di ottimizzazione
Qualsiasi procedura di validazione prevede una fase preliminare di ottimiz-
zazione dei parametri, necessaria aﬃnchè il modello risponda alle prerogative
cinematiche e dinamiche che si intendono veriﬁcare.
Il sistema in questione è tuttavia caratterizzato da un ampio set di vari-
abili d'ingresso. Infatti è possibile agire non solo sulle costanti elastiche k e di
smorzamento b, ma anche sulla massa m, sulla lunghezza a riposo degli arti l0,
sulla pendenza del piano inclinato γ, ed inﬁne anche sull'apertura dell'angolo β
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al vertice tra le aste elastiche. A questo insieme di parametri si aggiungono poi
le condizioni iniziali in cui si trova il sistema all'istante t = 0 in cui ha inizio la
simulazione (eq. 4.21):
Statot0 = [x0, y0, x˙0, y˙0]
Tutto ciò porta necessariamente all'esigenza di deﬁnire una strategia in base
alla quale agire per ottimizzare il modello rispetto a tutte le variabili in gio-
co. Più precisamente sarà obiettivo dei prossimi paragraﬁ capire quali di questi
parametri possano essere quasi deterministicamente individuati dalla caratter-
istiche antropometriche del corpo umano, e quali invece subiscano una forte
variabilità all'interno dello stesso ciclo del passo.
Infatti i parametri l0, m, e β possono essere desunti direttamente dai dati
messi a disposizione in riportati in Tabella 5.2 mentra la variabile k presenta una
forte variabilittà durante il ciclo del passo. Merita invece un approfondimento
diverso la pendenza γ del piano inclinato, che non trova una corrispondenza
diretta nelle caratteristiche fondamentali degli arti inferiori. Come si è gia sp-
iegato l'introduzione del piano inclinato è un semplice artiﬁcio per continuare
a fornire energia al sistema senza condizionarne in modo signiﬁcativo la cine-
matica. Finchè la pendenza γ rimane infatti al di sotto del 15% restano ancora
valide le approssimazioni che si sono introdotte [35].
Dunque sulla base delle informazioni presenti in Tabella 5.2 sarà possibile
introdurre nel modello parametri l0,m, e β realistici, ed estrapolati direttamente
(nel caso di l0 ed m) o indirettamente (nel caso di β) dai soggetti coinvolti nello
studio [46].
In questo modo si può deﬁnire quale sarà la procedura di validazione del
modello (vedi Figura 5.1). Dalle informazioni di Tabella 5.2 verranno ricavate
sia le variabili l0, m, e β, che dovranno essere date in ingresso al modello, sia la
grandezza v¯, ovvero la velocità media di avanzamento dei soggetti. Quest'ultima
indica il valore medio, rispetto al campione di individui, della velocità media
(sul periodo) di spostamento di ciascun soggetto. Tale valore di v¯ rappresenterà
il termine di paragone tra il risultato prodotto dal modello e quello fornito dai
dati sperimentali. In altre parole, il modello si dirà validato (almeno in prima
approssimazione) se, accettando in ingresso le variabili l0, m, e β, presenterà
cicli di avanzamento stabili, in cui il centro di massa si muove ad una velocità
media paragonabile con v¯.
Questa modalità di lavoro prevede che, una volta selezionati l0, m, e β, si
operi una scelta oculata di k, b, e γ, in modo da veriﬁcare la presenza sul-
la Mappa di Poincarè del sistema di punti ﬁssi stabili. Ovviamente verranno
scartate tutte le possibili soluzioni che, seppur si dimostrino dinamicamente
stabili, presentino caratteristiche in completo disaccordo con le caratteristiche
elasto-smorzanti degli arti inferiori. Sulle modalità di scelta di k, b, e γ si avrà
comunque occasione di fornire maggiori approfondimenti più avanti.
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Figura 5.1: Illustrazione a blocchi della procedura di validazione che si intende
seguire.
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ID NumeroFr v [ms ] Lpasso[m] Larto[m] β [Deg]
G1 0.050 0.65 0.41 0.86 27.5
G2 0.050 0.62 0.41 0.78 30.3
G3 0.050 0.64 0.47 0.83 32.7
G4 0.050 0.68 0.47 0.94 28.9
G5 0.050 0.56 0.42 0.64 38.4
G6 0.050 0.60 0.43 0.73 34.1
G7 0.050 0.63 0.42 0.81 30.08
Media 0.63 0.43 0.80 31.7
Std 0.04 0.03 0.09 3.7
Tabella 5.3: Valori dei parametri antropometrici da utilizzare nel modello.
5.4 Estrapolazione dei parametri dai dati speri-
mentali
In questa prima fase del processo di validazione si è provveduto ad estrarre
dall'insieme di dati a disposizione il set di parametri l0, m, e β che verranno
forniti come ingresso al modello. Allo stesso modo verranno calcolati i valor
medi della velocità di avanzamento per ciacuno dei tre gruppi di dati che si
possono osservare in Tabella 5.2.
A tale scopo si consideri inizialmente il primo set di misure raccolte nel-
la Tabella 5.2. Invertendo l'eq. 5.1, è possibile ottenere la corrispondente
lunghezza l dell'arto inferiore:
l =
v2
Fr · g (5.2)
Per il primo gruppo di misure ottenute a velocità media v¯ = 0.63 ± 0.04 ms
si calcola il corrispondente valor medio di l e la sua deviazione standard dalla
media. Una volta nota la lunghezza dell'arto, è possibile notare che essa risulta
legata all'apertura angolare media β del passo dalla seguente relazione, ottenibile
sulla base di semplici valutazioni geometriche nella fase di doppio appoggio:




Dove con Lpasso si indica la lunghezza del passo riportata in Tabella 2. Nella
Tabella 5.3 si riportano poi i valori medi di β con le relative deviazioni standard
dalla media, calcolati per il primo set di misure eseguite alla velocità media
v¯ = 0.63± 0.04 ms :
Una volta noti, i valori di l e β vengono immessi nel modello, e si da inizio
ad una fase di regolazione euristica degli altri parametri al ﬁne di rintracciare
una loro conﬁgurazione che permetta di ottenere almeno un ciclo di camminata
stabile ad una velocità media quanto più possibile compatibile con v¯ = 0.63 ±
0.04 ms .
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ID NumeroFr v [ms ] Lpasso[m] Larto[m] φ [Deg]
G1 0.100 0.87 0.49 0.77 37.0
G2 0.100 0.86 0.50 0.75 38.7
G3 0.100 0.94 0.57 0.90 36.9
G4 0.100 0.94 0.54 0.90 34.9
G5 0.100 0.78 0.52 0.62 49.6
G6 0.100 0.83 0.47 0.70 39.1
G7 0.100 0.91 0.53 0.84 36.6
Media 0.87 0.52 0.78 38.9
Std 0.06 0.03 0.10 4.9
Tabella 5.4: Valori dei parametri antropometrici da utilizzare nel modello.
ID NumeroFr v [ms ] Lpasso[m] Larto[m] φ [Deg]
G1 0.175 1.12 0.59 0.73 47.6
G2 0.175 1.24 0.66 0.89 43.2
G3 0.175 1.23 0.63 0.88 41.9
G4 0.175 1.01 0.59 0.59 59.5
G5 0.175 1.09 0.55 0.69 46.8
G6 0.175 1.14 0.60 0.75 46.7
Media 1.14 0.60 0.76 47.6
Std 0.09 0.04 0.11 6.25
Tabella 5.5: Valori dei parametri antropometrici da utilizzare nel modello.
In base ai dati raccolti la massa del sistema dovrà essere pari ad m = 60 kg,
mentre i valori di l e β potranno poi variare a seconda di quale dei tre gruppi
di misure di Tabella 5.2 vengano presi in cosiderazione. Ci si accorgerà tuttavia
che, mentre l'angolo β subirà signiﬁcative variazioni tra un set di misure all'altro,
la lunghezza dell'arto mediata sul capione assume un valore circa costante (come
era logico aspettarsi), e sarà assunta pari a l0 = 0.8m.
Si procede poi in modo del tutto analogo per i due rimanenti gruppi di
misure. Per il secondo set di dati, ottenuti quando i soggetti camminavano a
velocità media pari a v = 0.87± 0.06 ms , si osservano i corrispondenti valori dei
parametri l e β (vedi Tabella 5.4).
Mentre per il terzo gruppo di misure si estraggono i valori di l e β riportati
in Tabella 5.5.
In quest'ultimo caso, la velocità media del gruppo di soggetti analizzati è
risultata essere pari a v¯ = 1.14 ± 0.09 ms . Una volta riconosciuti i parametri
l0, m, e β si procede quindi alla seconda fase del processo di validazione. Si
procederà indagando quale scelta delle costanti elastiche, di smorzamento e del-
la pendenza del piano permettono al sistema di agganciare un ciclo limite e
spospostarsi alla stessa velocità media del campione di individui.
CAPITOLO 5. VALIDAZIONE DEL MODELLO. 117
5.5 Confronto con il modello
A questo punto del processo di validazione è necessario selezionare opportuna-
mente k, b, e γ in modo che i punti ﬁssi che si andranno a riconoscere sulla
Mappa di Poincarè del sistema permettano al centro di massa di muoversi con
una velocità paragonabile a quella con cui camminano i corrispondenti gruppi
di soggetti.
Tuttavia quest'ultimo non è l'unico riscontro che si attende per poter con-
cludere la validazione. Ci si aspetta infatti che i valori di k, che verranno
selezionati, risultino compatibili con quelle che sono le caratteristiche elastiche
degli arti inferiori. Inoltre si intende veriﬁcare anche che la pendenza del piano
inclinato, che risulterà dalla messa a punto delle variabili, resti al di sotto del
15%. Al di sotto di questo valore, è stato dimostrato che il cammino non è più
descrivibile utilizzando il modello del pendolo inverso [35]. Viene infatti a man-
care sotto questa soglia il corretto alternarsi di fasi ascendenti e discendenti nella
traiettoria del centro di massa che danno luogo al fenomeno di inter-conversione
di energia cinetica e poteziale che caratterizza la locomozione bipede.
Per prima cosa è quindi necessario analizzare come varia k durante l'intero ci-
clo del passo. Come si è già anticipato l'estrema variabilità di questo parametro
complica notevolmente la sua ottimizzazione. La varizione della rigidezza k degli
arti inferiori è stata oggetto di numerosi studi, che hanno messo a disposizione
una compelta trattazione in letteratura [48]. Non è possibile tuttavia aﬀermare
lo stesso a proposito della variabile b. Manca infatti al momento una carat-
terizzazione completa dei fenomeni di dispersione dell'energia in termini della
costante di smorzamento. La variabile b resta dunque l'unico dei parametri del
modello che verrà selezionato senza condizionamenti.
Si osservi dunque la Figura 5.2 in cui è possibile apprezzare l'andamento
della rigidità della gamba durante la sua fase di appoggio sul suolo.
Come si può notare tale curva mostra un comportamento estremamente vari-
abile della rigidità k in un intervallo di valori particolarmente ampio. Per eﬀet-
tuare una validazione consistente con le proprietà elastiche dell'arto è possibile
prendere come riferimento il valor medio k = 21850 Nm . Si cercheranno quindi
quelle soluzioni che garantiscano stabilità dinamica al camminatore mantenendo
la costante elastica ﬁssa ad un valore che non si allontani signiﬁcativamente da
20000 Nm . Quello che si sta introducendo in questo modo è una forte restizione
sulla scelta di tutti i parametri k, b, e γ. Le ampie oscillazioni del valore di
k durante il ciclo del passo, renderebbero ammissibili numerossisime soluzioni
diﬀerenti. Perciò una buona strategia di ottimizzazione potrebbe essere pro-
prio quella di restringere lo spazio dei parametri in cui indagare limitando le
variazioni di k ad un intervallo più limitato.
A questo punto si può procedere con la messa a punto delle variabili k, b,
e γ. Come si è già avuto modo di aticipare, Il criterio che verrà seguito per
giungere alla corretta ottimizzazione dei parametri sarà quello di minizzare la
pendenza del piano inclinato mantendo il valore della costante elastica prossimo
a k = 21850 Nm . Si pone quindi il problema di trovare una soluzione stabile, che
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Figura 5.2: Variazione della rigidità k della gamba durante la sua fase di
appoggio sul suolo [48].
mantenga la pendenza γ al di sotto del 15%, per un camminatore caratterizzato
da costanti elastiche dell'ordine di 20000 Nm . Si agisce dunque su b, che è l'unico
parametro libero tra quelli che si sono utilizzati come variabili di ingresso del
modello.
Si procede quindi con la validazione avendo ﬁssato la lunghezza a riposto
delle aste l0 = 0.8m, e la massa m = 62 kg (vedi Tabella 5.1). Per il primo
gruppo di misure, per cui vale β = 30° si veriﬁca la presenza di punti ﬁssi in




; b = 820
N · s
m
; γ = 2.3° (5.4)
Come si è già avuto modo di spiegare, per dimostrare che quello considerato
è un ciclo stabile è suﬃciente veriﬁcare che dopo un numero ragionevolmente
alto di passi eseguiti, il medesimo evento (in questo caso quello di atterraggio
dell'arto in oscillazione al suolo) si presenta sempre allo nello stesso punto dello
spazio delle coordinate.
Si è dunque costruita una mappa di Poincarè (vedi Figura 5.3) per tale scelte
dei parametri del sistema.
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Figura 5.3: Mappa di Poincarè per il primo (eq.5.4 ) set di misure analizzato.
É dunque possibile dimostrare che, se nell'istante in cui l'estremità libera
dell'arto in oscillazione del camminatore raggiunge il suolo il punto al vertice è
descritto dal seguente insieme di coordinate:






allora ad ogni successivo evento di atterraggio dell'arto, il centro di massa
verrà a trovarsi di nuovo nel medesimo Stato1. Ovviamente anche in questo caso
l' insieme di coordinate [x, y, x˙, y˙] è associato al sistema di riferimento solidale
al camminatore, e con l'origine posta nel punto di contatto al suolo dell'arto più
arretrato (vedi Figura 4.3 e Figura 4.4).
In questa situazione, il camminatore percorre un'orbita stabile, la cui velocità
media risulta essere pari a vmis = 0.65 ms , in accordo con la velocità media tenuta
dai soggetti misurati.
Nelle condizioni imposte dal secondo gruppo di misure, l0 = 0.8m, m =
62 kg, e β = 40°, le scelte che permettono di ottenere un ciclo stabile ad una




; b = 420
N · s
m
; γ = 2.2° (5.6)
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In questo caso si ottiene un ciclo stabile, durante il quale il camminatore
procede ad una velocità media pari a vmis = 0.86 ms , anche in questo caso in
accordo con il dato sperimentale.
Figura 5.4: Mappa di Poincarè per il secondo (eq.5.6) set di misure analizzato.
L'analisi della relativa mappa di Poincarè (vedi Figura 5.4) suggerisce che il
punto ﬁsso si trovi in questo caso nel seguente punto dello spazio degli stati:






Nuovamente il calcolo degli autovalori dello Jacobiano confermano che quello
in questione è un punto ﬁsso stabile.
Inﬁne si prende in considerazione anche l'ultimo dei set di misure riportati
in Tabella 5.2. Si procede poi come precedentemente al calcolo dei valori medi
di l = 0.8m e β = 45°, ed alla regolazione dei parametri che permettono di




; b = 240
N · s
m
; γ = 2.2° (5.8)
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Figura 5.5: Mappa di Poincarè per il terzo (eq. 5.8) set di misure analizzato.
La mappa di Poincarè (vedi Figura 5.5) relativa a questo sistema fornisce poi
il seguente risultato come punto ﬁsso dell'orbita del sistema per questa scelta
dei parametri:






Il camminatore procede in questo caso con una velocità pari a vmis = 1.13 ms ,
anche in questo caso in accordo con il dato sperimentale riportato in Tabella
5.2.
Alla ﬁne di queste valutazioni si sono dunque trovati tre set di parametri
k, b, γ, per ciascuno dei quali il camminatore procede su un orbita stabile alla
stessa velocità media del campione di soggetti da cui sono state estratte le
variabili antropometriche l0, β inserite nel modello.
Come si è già avuto modo di osservare tutti i risultati presentati sono
in buon accordo con quelli che emergono dal campione di individui presi in
considerazione.
Inoltre si noti che le soluzioni proposte sono state trovate rispettando i con-
dizionamenti che si erano introdotti inizialemente. La pendenza del piano risulta
infatti molto inferiore al limite del 15%, che corrisponde a circa 8.53°. Allo stes-
so modo anche la costante elastica selezionata non si allontana sensibilemente
dal valor medio k = 21850 Nm , che si era preso come riferimento.
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Velocità misurate sul set di campioni Velocità di avanzamento del modello
v = 0.63± 0.04 ms vmis = 0.65 ms
v = 0.87± 0.06 ms vmis = 0.86 ms
v = 1.14± 0.09 ms vmis = 1.13 ms
Tabella 5.6: Confronto tra le velocità medie ed i risultati prodotti dalle
simulazioni.
5.6 Conclusioni
I risultati presentati in questo capitolo mostrano non solo che il modello propos-
to riesce ad agganciare cicli di avanzamento stabili, ma anche che, per adeguate
scelte dei parametri, presenta punti ﬁssi stabili in un range di velocità diﬀer-
enti e compatibili con la naturale andatura umana. Questo risultato appare
molto importante nella prospettiva di sviluppare modelli di cammino sempre
più realistici. I range di velocità media che il camminatore proposto riesce a
raggiungere in condizioni di stabilità dinamica, non sono veriﬁcati in corrispon-
denza di scelte casuali dei parametri. Al contrario, il fatto che il sistema riesca
a spostarsi, camminando a velocità compatibili con quelle umane, proprio quan-
do utilizza parametri antropometrici confrontabili con quelli reali, rappresenta
un'ulteriore conferma dell'aderenza del modello e rende i risultati molto più
signiﬁcativi. In questo senso si deve intendere il contributo scientiﬁco che si
è cercato di apportare, con questo lavoro di tesi, alla ricerca nell'ambito della
modellizzazione del cammino bipede. Ovviamente i risultati presentati aprono
la strada a numerosi altri possibili utilizzi del sistema descritto. Sarebbe infatti
auspicabile una ottimizzazione dei parametri che renda possibile ottenere or-
bite stabili nello spazio delle fasi solo selezionando ad esempio le velocità a cui
intende far procedere il camminatore. Una volta conclusa questa fase, il model-
lo potrebbe essere utilizzato ad esempio per studi predittivi sui fenomeni della
caduta e della perdita dell'equilibrio. Questo ed altri possibili sviluppi futuri
verranno però discussi nel prossimo capitolo a ciò dedicato.
Capitolo 6
Valutazioni Finali e Possibili
sviluppi futuri.
Come si ricorderà, il presente progetto di tesi magistrale è stato introdotto
all'inizio della trattazione, precisando quale fosse il suo obiettivo principale.
Formulare un modello originale ed alternativo di locomozione bipede, in grado
di aﬀrontare una progressione in avanti nello spazio bidimensionale in condizioni
di stabilità dinamica, era lo scopo che ci si era preﬁssi.
Tuttavia il sistema realizzato si è dimostrato dinamicamente stabile non so-
lo in condizioni arbitrariamente scelte, ma anche in corrispondenza di scelte
dei parametri di input compatibili con variabili antropometriche realistiche. La
procedura di validazione, a cui è stato sottoposto il sistema, ha fatto emergere
la possibilità di agganciare cicli di avanzamento stabili, con velocità medie di
progressione confrontabili con quelle che emergono da studi di letteratura [46].
Questo signiﬁca che il camminatore, accettando in ingresso variabili antropo-
metriche reali, riesce ad avanzare in modo dinamicamente stabile lungo il piano
di progressione a velocità medie compatibili con quelle presentate da un gruppo
di individui che camminano nelle medesime condizioni. Questo, che costituisce
quindi il principale risultato ottenuto in questa tesi, rappresenta di certo un
punto di partenza importante da cui poter sviluppare nuovi progetti.
Ad esempio si renderà sicuramente necessaria una ottimizzazione dei parametri
del modello rispetto alle caratteristiche elasto-smorzanti degli arti umani. Alla
ﬁne di questa procedura infatti si riuscirebbe a rendere disponibile una versione
del sistema razionalizzata e perfezionata in modo indagare la presenza (o meno)
di cicli stabili solo selezionado la velocità media di progressione. Uno strumen-
to del genere potrebbe facilmente essere impiegato nello studio degli eventi di
caduta e di perdita dell'equilibrio al variare della velocità.
Inoltre, come si è già avuto modo di commentare, questo lavoro di tesi
potrebbe ben inserirsi nell'ambito molto più ampio dello studio degli eﬀetti
degerativi che l'invecchiamento o le patologie neuro-muscolo-scheletriche hanno
sulla locomozione dei soggetti che ne sono colpiti. Le conseguenze di questi
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fenomeni si manifestano sopratutto in termini di eﬃcienza energetica della dea-
mubulazione. A titolo di esempio si riporta infatti che un amputato bilaterale
trans-tibiale sopporta un costo metabolico di circa il 40% superiore a quello di
un soggetto sano, a partita di età, antropometria e velocità del passo. L'in-
vecchiamento, invece, comporta un un aumento del costo metabolico che può
raggiungere circa il 20% rispetto alle condizioni di partenza.
Il modello studiato potrebbe quindi essere modiﬁcato e ulteriormente ot-
timizzato per adattarsi alle capacità di spostamento di questi individui fornen-
do un supporto utile allo studio delle loro strategie di deambulazione. Bisogna
infatti rilevare che la stragrande maggioranza delle persone aﬀette da un declino
signiﬁcativo delle performance motorie rimane comunque autonoma, sebbene le
attività quotidiane risultino ridotte in conseguenza all'eccessivo aﬀaticamento.
Tali soggetti, in reazione al peggiorare delle condizioni di spostamento o al so-
praggiungere di ulteriori diﬃcoltà, attuano in modo naturale e quasi subconscio
strategie alternative di locomozione che permettono loro di muoversi ed avanzare
comunque. Queste nuove, personali e improvvisate soluzioni di progressione si
allontanano necessariamente dalle modalità, ottimizzate in termini di eﬃcienza,
con cui cammina un soggetto sano in età adulta. Ne risulta quindi un insieme di
strategie di progressione alternative, che garantiscono all'individuo la possibil-
ità di spostarsi in autonomia, ma a costo di un aﬀaticamento maggiore dovuto
proprio alla minore eﬃcienza energetica delle soluzioni attuate.
Avere a disposizione un modello ottimizzato potrebbe risultare quindi es-
tremamente utile non solo nella comprensione degli eﬀetti di invecchiamento
e danni neuro-muscolo-scheletrici, ma anche nella formulazione e nello svilup-
po di sistemi di sostegno alla locomozione di soggetti con ridotte capacità di
movimento.
Una delle soluzioni proposte in letteratura per agevolare la deambulazione di
questi soggetti è l'impiego di esoscheletri o di dispositivi in grado di ridurre l'af-
faticamento dovuto ai deﬁcit motori. Lo studio di modelli teorici di locomozione
è quindi da intendersi come propedeutico alla possibilità di sviluppare sistemi
meccanici reali che possano essere aﬃancati o addirittura indossati da individui,
al ﬁne migliorarne l'autonomia negli spostamenti. Ovviamente in questo caso si
stanno prendendo in considerazione esclusivamente i meccanismi esoscheletrici
e gli altri dispositivi di sostegno alla deambulazione costituiti unicamente da
componenti passive.
Infatti in letteratura esistono già dispositivi completamente passivi, che per-
mettono un sostanziale miglioramento delle capacità motorie. In recenti pubbli-
cazioni è stato appunto dimostrato [47] che l'utilizzo di una versione rudimentale
di esoscheletro passivo degli arti inferiori, costituito da una serie di lamine elas-
tiche montate in parallelo alle gambe dell'utilizzatore, comporta una riduzione
del costo metabolico durante il saltellamento di circa il 24% (vedi Figura 6.1-a)).
Il comportamento elastico degli arti umani durante il rimbalzo ha poi inspi-
rato la progettazione di un'ortesi passiva per l'assistenza alla locomozione (vedi
Figura 6.1-b)). Questo dispositivo [48] è risultato essere in grado di ridurre
l'attività del muscolo ﬂessore plantare del 15-25%, e di diminuire il consumo
metabolico compresa tra il 20% ed il 40% durante il compito di salto.
CAPITOLO 6. VALUTAZIONI FINALI E POSSIBILI SVILUPPI FUTURI.125
Figura 6.1: a) Esoscheletro passivo con lamine elastiche [47]. b) Esoscheletro
passivo con molle [48].
Tutto questo sottolinea l'importanza che il ruolo di un modello matematico
aﬃdabile del cammino potrebbe rivestire in ambiti di ricerca aﬃni verso i quali
è crescente l'interesse dei ricercatori. Le problematiche di accoppiamento tra le
caratteristiche visco-elastiche di un arto umano ed un esoscheletro indossabile
potrebbero essere in questo senso molto più facilmente aﬀrontabili avendo a
disposizione modelli di locomozione esatti.
Questi sono i principali sviluppi che possono essere immaginati per questo
tipo applicazioni, facendo preciso riferimento alle linea di ricerca di maggior
interesse in questo settore ed in quelli direttamene collegati.
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